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第 一 章 可 测 空 间 
$L 集 类 与 0 城 


一 ,集合 及 其 返 算 


i 设 只 是 一 个 抽象 空间 ， 邯 一 个 非 空 集合 , 它 的 元 素 称 为 点 ,一 般 用 
吕 开 示 . 由 某 些 点 构成 的 集合 将 用 如, 号 ……… 等 类 写字 母 表 示 .wE -4 
表示 @ 为 和 4 的 一 个 元 素 ,也 称 o 属于 4. 空 集 也 看 为 介 的 一 个 子 集 ， 
表 以 名 . 象 通常 一 样 , 若 集 4 的 元 素 都 是 集 B8 的 元 素 , 那么 称 4 为 B 
的 子 集 , 记 为 .ACB 或 8 二 A. 车 ACCB, 同 时 BCA, 即 .44 号 岩 霄 同 
的 元 素 构 成 , 则 记 为 4 一 已, 称 4, 百 是 相 车 的 . 
2 对 于 吕 的 子 集 ,常用 到 下 列 一 些 运算 : 
并 ,， Ai B， U4,, UA. 
4UB 是 由 至 少 属于 4， B 之 中 一 个 集合 的 元 素 全 体 构成 的 
集合 ， 4。 由 {4。, aqE 了 } 中 诸 集 44 的 元 素 全 体 构成 ， 即 wE UA。 
当 且 仅 当 至 少 有 一 个 ceE 了 , 使 Eno， 
ANB, 0 4 A 
4 门 召 是 由 同时 属于 4 及 召 的 元 过 构成 的 集合 ,站 A 由 同时 属 
于 {4。, aE7) 中 每 个 集合 的 元 素 全 体 构成 , 即 oE 站 4 当 且 仅 当 对 
每 个 GET,aEa。 4 门 召 也 记 为 AB. 
余 全 ; A 
4 是 由 如 中 未 属于 本 的 元 宫 人 和 全体 构 成 的 集合 ， 
差 ， 人 个 NB 一 .4 但 末 ， 
对 称 准 ; AANB=(ANB)U(BN\A)=(AUB)N(ANB). 
* 1 。 


特别 地 若 4 站 如 一 必 ， 则 称 4 , 召 为 素 不 相交 的 . 对 两 酚 罕 不 相交 的 
de, 常用 之 4 表示 U4,, 也 称 之 为 {有 4c} 之 和 . 若 吐 帮 ， 则 津 用 
A 一 B 表 示 A\B. 

为 方便 计 ,我 们 还 约定 , 若 指 标 集 ?= fa 是 空 集 , 则 

UAs=H, NAs=0 

3 对 于 集合 运算 ,下 列 性 质 是 基本 的 ; 

交换 律 ， A4UB=BUA,， A240 站 B=BN4. 

结合 律 , AUB)UC=A4U(BUC), (A4NBNC=AN(BNO). 
.分 写 律 .AUB)NC=ACNBC,， : 
(ANBYUC= CAUC)nCaUC). 

De Morgan 法 则 : (U4 一 月 4 ' (NA )'= U4s. 


Pa 对 集会 序列 4,, 7n 字 1}， 称 站 局 4 为 14 的 上 限 点 集 ， 世 记 为 


Nm A 或 lim Sup: 4 它 朵 吕 中 属于 无 眼 多 个 由 的 那些 元 素 构 成 


称 山 用 4， 为 144, 的 下 限 点 集 ， 也 记 为 lim 4， 或 im inf 二 它 由 


0 中 自 某 个 指标 ma(ao) 后 属于 集 列 中 所 有 4 的 闭 此 元素 名 构 成 、 当 
lm 4, =lim A 时 ， 称 {4 有 极限 ， 并 记 lim 4， lim 4,, 称 它 为 


{4,} 的 极限 ， 
5 对 4c 以 ,考虑 旨 .上 的 函数 
DC 站 


fam) = -{ EA 
1 坎 为 集 4 的 示 性 函数 ， 集 合 的 运算 与 示 性 函数 的 运算 有 密切 的 闫 
TVT (VTa, Ssupla), Ta = B14,, 
Tnaz= ANT (CAT, 介 inf 7 。 ,.)， 
Ta: 一 1 一 了 41， 
Ta s=1a~—is, 
Tans 一 [一 了 al 一 Te 十 TaCmod21. 
“2 


6 ”命题 (首次 进入 分 解 ) 给 定 集合 {41,119}, 则 

AN (0.1) 
证 ”对 n=1(6.1) 是 显然 的 . 若 取 4= 4i, B=A4w, 则 由 4UB. 
二 4A 十 (BNA) 使 由 7== 上 推出 nk 十 1 时 (8 1) 也 成 立 . 


上 土 述 命题 的 直观 解释 是 ; 若 wwE 44UA4,U… 也 4, 则 必 有 “个 最 
小 的 使 心太 于 4 TI 个 局 FA i 1 中 任 ~- 个 《6. 17) 右 端 便 


是 对 局 4, 中 的 元 素 按 每 个 元 素 上 首先 属于 哪 一 个 A 进行 分 解 ， 


二 、 集 类 上 与 0 域 


由 2 中 子 华 构成 的 集合 称 为 集 类 ， 我 们 将 用 花 体 字母 . 几 , 家 , 雪 
等 来 表示 ,而 名 (8) 开 江 由 昌 的 子 集 全 休 构 成 的 集 类 . 
了 定 燃 ， 多 (C2) 的 六 襟 子 从 类 .og 称 为 起 (或 代数 ), 候 定 它 满足 
i) 若 A€ ,AE of, 
ii) 若 AE BE MN ALUBEm. 
8 命题 设 . 好 是 咸 , 刚 让 他 E 
ii) 若 A4,BEcY, 则 -了 ENBEM ANBEA. 
ii) 3 A;E mf; tJ UAi€E we, 0 A;E .cf, 
证 和 | Je eg， 由 -< cz 有 
QD=AUAEo, T= "Ew. 
ii AB=(AU PIE A, ANB=ABEY, 
AAB= CN PCBN A ES. 
1) 约 守 中 和。 
注 “与 域 类 亿 的 示 有 和 天 ， 表 人) 的 非 空 子 类 妥 称 为 环 , 知 当 -4E 过 ， 
EH, 六 有 A 作 BE 沉 ,AUPBE 朗 ,有 即 环 是 关于 着 , 闪 运 算 圭 闭 的 集 
类 ,容易 说 明 , 著 .为 戌 , 则 .og 必 为 含 中 的 环 . 车 需 为 环 , 由 好 和 有 需 ， 
H 它 对 交 , 对 称 差 运算 星 封 用 的 ， 当 环 . 家 侣 妈 时 ， 用 作为 城 ， 
9 酌 站 (如) 是 一 个 域 ， 


i ff 二 { 岂 , 名 } 是 一 个 域 . 
ii 洲 贸 表 示 8 的 有 限 子 集 全体 构 成 的 集 类 , 则 名 是 一 个 环 ， 当 
本 身 是 无 限 集 时 ,多 不 是 一 个 域 . 若 罗 是 只 中 有 限 子 集 及 其 祭 
集 金 性 构成 的 集 类 , 则 久 是 一 -个 域 . 
iv) 直线 绿 上 形 为 ]e,b] (a,b 电 可 为 无 穷 ) 的 区 间 的 有 限 并 的 全 体 为 
一 念 域 ， 
10: 痪 是 着 名 CP(Q), 则 必 存 在 包含 多 的 最 小 域 or, 即 of 为 域 ， 
A 二 多 且 对 任 一 域 .17 二 莉 , 必 有 oC 包 
证 ”首先 记 久 为 包含 富 的 域 的 全 体 构成 的 集合 , 则 因为 PCQ)E 和 用， 
天 以 针 是 非 空 的 ， 又 因 任意 个 包含 多 的 碱 的 交 仍 是 一 个 包含 轨 的 
域 (请 按 域 的 定义 逐条 验证 ) ,所 以 着 取 
of= 站 过 
则 sf 就 是 所 要 求 的 . ， nd 
如 中 由 单 点 集 全 体 张 成 的 域 就 是 由 只 中 有 限 集 及 其 余 集 全 体 构 
成 的 集 类 . 
i1 定义 对 任 一 集 类 特 , 包含 9 的 最 小 域 of 称 为 由 .生成 的 域 ， 
记 为 yf( 多 ). 
12 定义 多 (02) 的 非 空子 类 9 称 为 半 域 (或 半 代 数 ), 若 它 满足 ， 
i BOES:; 
DD 当 A, BEY, 必 有 ABE Yi 
ii 车 4 和 多, 则 4r 可 表 为 9 中 两 两 互 不 相交 集合 的 有 限 并 . 
13 例 让 直线 及 上 形 为 ]4,8] (a,8 可 为 无 穷 ) 的 区 间 全 体 构 成 一 
个 半 域 ， 
ii) & 维 实 空间 R" 中 ,并 , 闭 及 半 开 半 闭 指 形 体 ， 
z {Cx os Ha) OEE 1EiCH} 
全 和 体 也 构成 一 个 半 域 . : 
.类似 于 命题 10, 若 久 C(D), 则 必 有 包含 名 的 最 小 半 域 
9( 守 )， 世 称 为 由 久生 成 的 半 域 习题 10 构造 性 地 给 出 了 由 甸 生 
成 少 ( 多 ) 的 办 法 ,下 列 命 是 进一步 给 出 由 半 域 了 构造 sf(G) 的 方法 ， 


a 


rs 对 7 


14 命题 洲 史 为 半 域 , 则 

of 一 14= 习 St1S4iE 了 为 9 中 互 不 相交 的 有 限 族 } 
是 包含 多 的 最 小 域 ， - 
证 首先 证 明 of 是 一 个 城 , wf 对 有 限 交 封闭 是 显然 的 , 又 若 4 一 
SY SE ,A= fl se. 技 半 域 的 定义 $= Si, Sue 所 以 


Sl 
全 


= 有 Si 一 六,… p>! Des Ef 
由 De Morgan 法 由 ,wf 对 有 限 并 封闭 , 即 ,1 是 一 个 城 . 此 外 .se 人 9， 
车 .y' 也 是 一 个 包含 多 的 域 , 则 对 SGE 多, 形 为 A $: 的 集合 必 属 
于 所 Lf 二 有 旭 ff 是 最 小 的 ,8 
15 定义 (0Q) 的 非 空子 集 多 称 为 口 域 (或 o 代数 ), 若 它 满 尼 ， 
让 车 AEZH, 则 AE 
和 洁 对 7 这 1 ,A,E .F, 则 U A EF 
16 命中 若 . 窑 为 赤城 , 则 有 罗 为 一 个 域 , 是 当 人 fl 六 1, A445 多 时 , 必 有 有 
MAESF, limd EF, lim 4,€F. 
证 车 A,HEF， 
AU B= AUBUBUBU"E.F 
所 以 需 是 一 个 城 . 
站 4 一 (U 4) EF, 
lim 4, =U Nn A EZ, 


lim 4 一 月 UU AEF. 


注 ”与 0 天 关 位 的 评 有 5 环 ， 轨 (2 ) 的 非 空 子 类 者 称 为 0 环 ; 否 它 
满足 ， 

i) 车 A4E%, BEYG; 则 ANBEY, 

ij) 者 对 #2>1, 4,€ %, 则 UAE€ 久 .容易 说 明 , 儿 为 0 域 的 充 要 
条 件 是 严 为 一 个 包含 人 8 的 o 环 .在 o 环 中 ,对 可 列 个 集合 的 交 运算 ， 
/ ，。 ， 


上 了 上限. 下 上 眼 运 算 也 是 封 寺 的 ， ， 汝 如 
17 人命 同 车 希 己 多 (Q), 则 必 存 在 包含 委 的 最 小 0 握 . 
证 园 合 题 10.# 
1& 侧 训 (9 ) 是-- 个 0o 城 . 
i 家 二 {多 ,2} 是 一 个 0 城 . 
i) 车 多 小 示 让 的 有 限 或 可 列子 集 全 体 构 成 的 集美， 则 宪 - 
是 一 个 口 环 . 车 只 本 身 生 是 可 列 集 ， 则 和 不 是 世 域 。 若 多 表示 向 
中 存 限 或 可 列子 巢 及 其 余 集 全 体 构成 的 集 医 , 则 -多 是 二 久远 城 ， 它 虹 
包 切 如 让 一 切 单 总 集 的 最 小 江 域 . 
19 定 党 包 癌 多 的 最 小 0 域 称 为 由 四 生成 的 2 并 记 为 oY), 
20 合 顾 对 只 的 子 集 类 %%, 阁 以 多 站 A 表示 集 类 {B84:BE€ 多 } 区， 
op( FIN A= (GE NA), 这 vs Y NA) 表示 把 多 门 4 畦 为 到 
C4) 的 子 类 在 4 上 卡 生 成 的 og 城 ， 
证 首先 , oo( 镍 ) 人 | ABW 门 A,Xop( 儿 ) 人 由 4 是 有 4 上 的 一 个 o 城 苗 
按 奸 义 逐 项 验证 ), 故 co( 站 Ao 多 站 4A) 反之 ,各 2 
B={B: BN AEqA( ENA), BOOBY, 1 .%..- 
则 允 二 多， 多 也 是 日 上 的 -个 9 域 (也 需 巡 项 验证 )， kh goa)» 
即 go( 儿 ) 介 ACod 省 们 4)， 由 此 命题 成 立 .# 
21 合 旺 治 并 一 ] 一 oo ,co 表 数 直线 ， 由 下 列 集 类 生成 相同 的 马扎 
i {ja,Pil:a, be R}; 
ii) {1—o,5]:6€ R}: 
iii) {La,b]:a.b eR}. 
iv 4Ja,bl:a ,bE€ 如 上 
{ ri, rf rr, r: 为 有 理 数 } 
VD {4G:G 为 灵 中 开 集 } 
Vv 站) #4: 为 屁 中 半 集 }， 


证 由 于 ja, 0]=N |a,6+ a), 10, bt= Ula, 5 ]， 所 以 习 ， iv) 
的 集 类 生成 相同 的 5 域 ， 同 入 , iii) 亦 生 成 相间 的 红壤， 此 ph 出 
”“" 生 、 | 


二 


j—00;61= U1 6], Ja, 本 一 ] 一 co ep 一 四 


i) , ii) 生成 息 同 的 需 、 册 ja, 红 二 ， 遇 ，Jr rs[ 可 知 iy》, v) 生 


成 相同 的 ag 域 。 由 十 居 中 任 一 天 集 避 表示 为 可 到 个 翰 区 同 .的 并 ， 琶 
iyy， vi 生成 栅 同 的 G 城 ， 利 用 并 集 的 作 集 为 贱 集 ,可 知 Yi)，vi) 生 
式 相 加 的 局 二， 蜂 
22 定 儿 党 馈线 是 上 册 寻 集 全 体 产 生 的 0 域 称 汶 Borel 域 , 记 为 
游 : 或 涝 ， 滋 中 的 系 称 为 一 维 Borel 集 , 对 广义 的 数 直 线 本 =[ 一 co， 
十 o3]， 由 站 集 合体 生成 的 S 域 也 称 为 荐 上 的 Borel 域 ， 大 中 的 集 萎 
称 为 Borel 集 . . 

一 虎 坟 , 若 瑟 为 捷 扩 宇 阅 ,内 s 表示 出 证 中江 集 全 体 生 成 的 0 城 ， 
这 -er 臧 称 为 Borel 域 , 绑 s 中 的 华 浆 为 五 中 的 Borel 集 . #4 维 欧 氏 
全 加 本 "时 的 Boret 点 焦 基 简称 为 下 维 Borel 点 集 ， 


32 单调 类 定理 
1 定 久 名 ( 昌 ) 的 非 窜 字 类 .在 称 为 单调 类 ,六 对 任 一 集合 序列 
{A lt, 
444) 递增 时 , 即 4sGGAonis 必 有 UA,€ 


省 44 递减 时 , 靶 4: 二 4si, 必 有 全 LE 
2 例 i) 多 ( 品 ) 是 一 个 单 注 闫 ， 每 个 0 域 也 必 基 -个 单调 类 ; 
ii 入 R=1—oo, ool, WW {BR, ]—%, al, i—o, 
GL 办; 为 单 刘 类 ,位 它 不 是 三 
5 命题 剖 非 富 和 C920), 则 必 枯 在 包含 各 的 最 小 单调 类 (中 )， 
它 志 利 : 为 由 名 生成 的 音调 类 ， 
证 命中 1.10.# 
4 命题 内 汶 go 域 的 充 归 条 作 总 实 既 是 域 多 是 单 滑 类 
证 一 {必要 性 】 由 合 题 1.416 得 . 
夺 ( 充 分 性 ) 对 任 一 集合 序列 【4，， n>1}CF, 册 为 多 是 域 ， 
» TT 


- 
rp Tag wr i i 


所 以 ，B。 一 总 44.E 姑 , 目 因 B, 为 递增 的 ,又 由 儿 为 单调 类 U 4 
一 日 B.E 多 ,所 以 多 是 吕 城 .4 
5 定 通 (音调 类 定理 ) 河 好 为 城 , 刚 ot a 二 (rn) 
证 首先 , 0(.wf) 是 单调 类 ,又 ofg) 一 ez, 所 以 
oC) DO .A A). (5.1) 

反之 ,wwC.U (sy ), 我 们 证 明 .WC (et) 是 一 个 o 域 ,车 证 明了 这 一 点 ， 
则 有 o(.f) 己 (st )， 完 证 明 .Cox ) 对 余 集 运算 是 封闭 的 ， 记 

二 4 有 :有 及 A 部 属于 (于 )}， (5.2) 
”我 们 将 证 明 它 是 一 个 单调 类 . 设 {4,) 是 .Wp' 中 的 单调 序列 ， 则 
4 As EM ), lim1A, (或 lim | 4,) EA ) (lim 1 4,( 表 


递增 4, 的 极限 , lim 4 4, 表 递 威 du 的 极限 )， 由 
(im 1 4o)" 一 Lim | As (或 (lim 4 4,)°=lim 1 4%) 
”可 得 (lim 14.) (或 (lim 1 4.)”) ELA), 即 lim 1 4,( 址 lim 4 4,) 


”EW', 玻 得 WC ' 是 单调 类 ,又 A 二 ,所 以 UY' 二 (pf)， 固 为 6' 中 
元 素 的 余 集 在 .UC(w) 中 ,所 以 .Coz) 对 余 集 运算 是 封闭 的 . 
再 证 明 ly ) 对 并 运算 是 封闭 的 ， 对 固定 的 慷 , 记 
Mss=B: BEA NN, BUAEC ACAN}. 
当 4EEf 时 ,容易 看 出 ti 二 x. 多 对 每 个 单调 序列 18, 之 1} ,由 二 
等 式 lim( BrU A) = (lim BB:}UA, 容易 验证 VW 是 一 个 单调 类 , 所 以 


LADP (ofy). 又 由 Mi 己 AU(f)， 所 以 只 能 是 Ws 一 .在 (4)、 这 对 
每 个 4 人 .都 是 对 的 , 即 对 每 个 4E 杂 及 瑟 E. 人 (of 
ALUBE -从 (oz 

进而 容易 看 出 ,对 AE ) 和 B EL), 

PDEA SE AEM. 
所 以 对 每 个 BELA) 和 任 一 个 46.y, 都 有 4E.b。. 同样 ,这 表明 
a 对 每 个 BEAU) 成 让 ， RA) 对 每 个 
BE .Li 成立， 由 此 立即 可 推出 看 (8) 对 并 运算 是 封闭 的 . 所 以 


* + 


LM (st) 是 一 个 域 , 也 是 一 个 单调 类 .由 命题 4 可 推 得 .boyz) 必 是 一 
个 DJ 域 , 基 UC 二 oY)， 联 合 (5.1) 见 得 lg 
下 面 我 们 再 介绍 概率 论 中 常用 的 另 一 种 单调 美 定 
6 定义 多 ( 虽 ) 的 非 空 子 类 乡 称 为 x 类 ,车 当 A， Be DB 时 必 有 4BE 9 
i 定 祥 邹 (09) 的 提 空 子 类 演 称 为 4 类 ,车 它 满足 
i 当 4E 久 时 必 有 4e6 多 
ii) 当 -4, 吾 GE 多 日 -45= 杂 , 必 有 4 十 如 E 多; 
iii) 对 递增 序列 {14，m 六 十 所 多 必 有 lim 4e 多. 
8 命题 i) .成 为 0 域 的 充 要 条 件 是 它 同 时 为 4 类 和 x 类， ii) 对 
名 (02) 的 任 -一 子 类 四 , 必 存 在 包含 各 的 最 小 让 类 让 帮 )， 
证 i) 直接 验证 . ii) 类似 于 命题 1. 10,， : 
9 定理 若 引 为 xz 类, 册 社 允 )=o{ 多)， 
证 “首先 off 多) 人 一作 ,al 多) 为 4 类 , 所 以 o( 允 ) 二 4( 乡 ). 反 之 ,我们 
要 证 明 术 缘 ) 是 一 个 二 类 ,依据 这 一 点 ， 由 从 由 & 可 知 允 多) 是 一 个 
0 域 ,有 即 有 A) S08) 定理 也 就 得 证 . 
为 证 从 煞 ) 是 -个 xt 类 , 记 
二 (4: AEN 人 名) 且 对 每 个 DE 台 有 A DEA(D)}. 
则 堆 一 人 ,又 当 AE 时 利用 DDA:==(D*UA)=(D 十 AY'* 可 推出 
A:ECQ, 进而 容易 验证 贸 是 4 类 . Wi oA) 即 对 每 个 呈 E 苍 
村 每 个 EB) 都 有 ADEAB)， 
区 二 {1D: DE 久久 ) 量 对 每 cao) 有 ADEA(B)}, 
和 划 学 汪 浓 ， 同 往 可 验证 学 是 计 类 ,所 以 尝 二 A 人 允 )， 这 就 表明 亿 爷 ) 
对 交 运 算是 封闭 的 , 即 A( 久 ) 是 -个 二 类 
10 楷 漆 吉 是 4 类 ,又 作为 5 类， 当 二 人 久 , 则 多 一作)， 


3$3 可 测 空 间 与 潜 积 可 测 空间 
一 、 测 空 间 
1 定义 名 为 一 集合 , 实 为 由 介 的 子 集 构成 的 5 域 , 则 (如 , 多) 称 


岂 二 


为 可 测 空间 ,多 中 的 任 -一 集合 都 称 为 多 可 测 集 ， phat 


2 在 更 代 和 概率 褒 中 ,概率 论 的 许多 概 信 部 是 借用 集 仿 论 与 测度 论 中 的 
概念 来 定义 的 ， 若 (如 ,多 ) 为 可 测 空 间 ， 那么 从 概 来 论 二 它 有 如 下 全 
人 


如 表 某 一 试验 中 可 能 结果 全 体 , 人 9 又 称 为 基本 空间 ， 
昌 的 元 素 wm 称 为 大 本 事件 . 
”学 表 随 机 事件 全 体 , 灯 为 事件 0 域 . . 
对 可 测 空 间 (外 , 灾 )), 若 如, . 关 赋 予 上 述 含义 , 则 (QQ,. 铸 也 称 为 
概 闪 村 测 空 间 , 这 时 实 中 的 任 一 4 都 可 称 为 建 内 事 人 或 事件 ,二 对 
应 于 事件 4= “在 一 次 试验 中 44 含有 的 任 -- 基 本 事件 出 更 ”. 

2 作为 . 实 ee 称 为 必然 事件 . 

从 称 为 未 可 能 事件 . 

吾 件 所 B83 或 U4 分 天 称 六 事件 及 ,BB 或 144 的 并 ， 分 别 站 不 
用 ,日 或 {4 入 中 至 少 有 一 个 发 华 的 事件 . 

事件 A 家 或 站 4 分 别称 为 事件 4,B 或 14,} 的 交 ， 表示 其 同 
时 发 生 的 事件 ， 

束 件 A 称 为 有 4 人 了 巴 发 生 " 的 事件 . 

对 集合 运算 的 其 它 - :此 驾 念 也 同样 适 骨 主 事件 ， 例 如 4 再 一 何 ， 
朵 也 称 事 件 4 好 是 互 不 相 容 的 ， 事件 Tim 4 又 称 为 14 的 上 人 限 事 
忻 ， 表示 .4 中 月 励 限 个 同时 发 生 的 事件 ,所 以 世 记 作 {4, 1.0.}== 
lim A4,. 
”以 上 是 一 种 描述 概 室 模 型 的 公理 化 让 法 . 另 -- 方 面 ， 任 一 具体 的 
颁 素 模型 ， 例 入 [十 归 概 涝 出 各 覃 模型 所 部 符 台 这 一 要 求 ， 在 击 典 概 型 
上 可 取 生 为 起 难 呈 可 能 尔 果 生体 ， 卯 么 随机 事件 全 体 . 多 就 是 多 (0)】 
或 其 子 类 .为 了 合 玫 地 对 事件 进行 运算 , 彼 求 实 是 一 个 9 域 ,这 慨 是 
过 要 的 也 是 可 能 的 ， 由 于 这 样 ， 本 书 对 可 漠 空 间 《 介 , .与 (基本 事 


件 守 间 只 , 事件 og 成 匀 ), 常常 是 不 如 区 蜀 的 ,对 .名 中 集合 的 运算 与 
对 事件 的 运算 也 第 用 同一 术语 和 符号 ， 这 种 做 法 在 现代 概率 论 中 也 是 
普 遂 采用 时 . ， - . 2 
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二 、 绪 积 可 测 空 间 
5 定义 着 (i,.F) ,1h 是 个 可 测定 间 , 象 通常 一 样 ， 
Q={(01 7 On) € Ds, 1 i) 
称 为 乘积 空间 , 记 为 Q=XQ.. 对 .4C 呈 TIE ， 集合 
4 一 To oo) os TS 
称 为 拒 形 集 , 记 为 4 一 X 4 一 XeX 4. 特别 地 ， 当 每 个 46E 多 
叶 ， 4 一 X 4 又 称 为 可 测 拒 形 ， 
4 伍 题 河 (D .Fi), 1<iSn 是 4 个 可 浏 空间 ， Q=X ,多 站 
示 2 由 可 测 第 形 爹 体 , 则 多 是 一 个 半 城 ,而 扣 不 相交 的 可 浏 矩形 的 有 
及 六 全体 .就 起- 个 域 . 
证 ” 先 验 证 四 坚 一 个 六 城 ， 
i) OS=HX XGEY, Q=X OE 
i WAX A B=X Bi, YW AB=X BE 多， 
ii 上 过 一 x 4 ,HH 4 = Y A,x XA XX 
EG%. 酝 利 用 驯 题 1.14 即 入 7 是 一 个 碱 .， 
5 定义 着 (94.F0) 1SHIS 是 # 个 可 济 空间 ,入 表 身 一 X 98, 中 
可 测 扼 形 全 体 ， 贡 多 一 o( 名 ) 称 为 滋 积 各 域 ， 记 为 多 一 1. 又 


{人 ，, 实 ) 称 与 厄 和 可 测 衬 间 , 记 为 【局 ， FX (0,,: TF ). 
6 命题 i 汪 0,.),， 1 ‘<n 是 于 个 可 测 空间 1 二 ms 各 | 


Xx Q(X ROx( X 90), (6.1) 
X 多 ;一 (X :Zi)x( X F), (6. 2) 
X Qi FO KD FDC X (QF)). 《6.3) 


* il 


证 (6.1) 是 显然 的 为 证 (6.2), 记 
QO=X 0, HX FF, Ho XK F, F=X 多 
t= i=1 三 M 十 1 =l1 


先 证 明 , 对 AE€ 弟 
- Ax OnriX xX, EP. (6.4) 
记 多 ={A:AE ,AKOniX XX 下 E21， 容易 验证 ， 人 党 包 合 
中 可 测 矩 形 爹 体 加, 信人 又 是 一 个 0 域 ， 点 信 导 Oo{ 和 者) 一 弟 1， 且 
(6, 和 4) 成 立 . 同样 可 证 ,对 BE i, 人 1 XX 人 mnXBEF. 
现在 来 证 明 . 关 1 Xi 一， 按 乘 积 o 威 的 定义 ， 
WH HHSon {Ax BAC HA, BE WY). 
由 于 Ax B={AxOa XX CX x BaxX BEP, 


所 以 XC 反之 ,多 一 af{X Ai:AiE 多 ;1<Si 二 时》 由 于 
X A=X 4)x(X A) EA xs ， 
所 以 多 于 .六 X5s 《6.2) 得 证 .《6.3) 是 (6.1),《6.2) 的 直接 推论 .。 
7 命题 ” 若 《 吕 多 站 ,1 委 ! 委 下 为 站 个 可 珊 到 闻 ， 
(QF)=X (QF), 
叶 对 任 一 4E 多 及 仔 意 周 定 的 (ol …, wm); 截 口 全 
人 tm 
={(0m00 OA) (Oo EA E XH (71.1) 
证 ”对 任意 固定 的 fo Dm), 
Y={A:AEF., A , ~, tom) EX F}. 
著 4=X 4i, 4.€ 6, 则 
X A 当 w EA Li 
交 ， 其 它 ， 
故 4(ol，…，om)E ，X 多 ,因此 以 名 天 示 吕 中 可 测算 形 全 体 时 
恒 有 留 二 雪 . 
另 一 方面 , 多 是 一 个 品 城 
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.dm ao) 一 1， 





i 利用 【4 人 oa 一 (人 4)faor， ，@m) 可 得 若 AE 贸 划 页 
和 兴 ; 

和 利用 《 忆 4)(or，……，em) 一 UL (4(oreeon)) 可 得 多 对 可 
列 并 适 算 是 封闭 的 ， 所 以 卿 是 一 个 口 域 ， 欠 一 5 各) 一 到 ， 即 对 多 
中 任 一 4 都 满足 4 17.4 

8 定义 若 (24, 实 a),0EJ 为 一 族 可 潮 空 间 , 则 

DD={l@a, CE Fo ER, EF} 
称 为 《向 ED) 的 来 积 室 间 , 记 为 = XP., 若 为 了 的 有 限 子 
集 , 对 A。 EF os, ET, 
一 人 (os OES), WaE da, LE TT, aENa, oCET) 
称 为 有 人 限 维 基底 可 测算 形 柱 , 人 简称 有 限 锥 和 拭 形 柱 ， 多 4 称 为 总 的 底 ， 
9 华 题 入 
= {8:B8 为 以 X 4 为 底 的 矩形 柱 , A,E€ ,Fa， aeEry(9 1) 

直 示 有 限 维 基底 可 测量 形 柱 全 体 , 其 中 了 取 议 了 的 一 切 有 限 子 集 ,， 则 

淖 是 半 域 . 
证 ” 仿 曾 脑 4 
10 定义 中 (9 由 规定 的 省 ,多 一 0 四) 称 为 (名 4, aEw 的 乘积 5 
域 ， 记 为 .多 = 其 多 。， 而 《 妇 ,多 ) 称 为 表 积 可 测 空间 ,， 记 为 【只 , 多 ) 
一 XQ, Fa). z 
11 定 党 住 日 中 ,六 J 的 储 意 证 集 , A€ Xa I 

BoneEv or EDEA, WanE fa, aE} 

称 交 由 中 柱 集 , 4 扣 条 洒 昌 的 底 . 竺 天 地 ,当下 为 村 限 指 标 集 时 ,B 称 
汽 有 有 限 锥 基底 可 测 福 集 , 尖 可 囊 指 村 杀 时 如 称 光 可 列 维 基底 可 测 
手 集 , 且 分 别 简 秘 为 有 限 维 或 可 列 维 柱 集 . 
12 命题 井 1(8。 多 oa ET 为 一 族 可 油 室 间 ,J 了 为 无 限 指标 集 ， 
(4 ,多 二 XX(0 a, 名。), 又 侈 表 旨 由 可 列 维 基底 可 测 柱 集 全 体 ， 
内 .多 一 学 . 
证 ”首先 我 们 素 证 明 罗 安 多 ， 逢 了 为 了 的 任 一 至 多 为 可 列 的 子 集 ， 记 
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中 :一 X Do 多 r 一 X 多 
哆 一 1 44E 罗 ,有 中 以 姬 为 基 亡 的 柱 集 BE 多})， 

著 雇 久 ) 记 介 1 中 有 限 维 可 测 矩 形 柱 全 体 ， 风 . 闻 二 外 1, 且 不 难 验证 . 光 
是 一 个 上 城 , 所 以/ 二 让 圭一. 多, 用 加 二. 罗 . 

反之 , 若 以 久 表 人 中 有 限 维基 底 可 测算 形 柱 全 体 , 朵 妇 民 多 ,此 
外 也 水 难 验 证 学 是 0 域 ,所 以 加 导 9( 省 )= 多 、 居 而 多 = 
注 从 命题 的 证 明 中 也 不 难 推出 ， 若 记 x 为 如 中 有 限 维 基底 可 测 福 
集 全 体 , 则 0( .of )= 实 . | 
15 命题 若 {{F,,.F ,iE 1} 为 有 限 或 可 列 个 具有 可 济 基 航 拓 扑 空 
间 ( 特 别 地 可 以 是 可 分 可 距离 化 空间 ), (EE, ) 二 (Es, 了,) 为 乘积 


拓扑 昔 间 ,出 
< 痢 一 1. {13.1) 


(E, FA) XE,, Be). (13,2) 
其 中 蔚 sy 二 oY ,了 ET, 洲 p 一 00 了) 
证 首先 芝 记 学 二 {如 : 记 CE ,DB 为 有 限 维 算 形 柱 ， 目 其 基底 为 开 集 }， 
四 国 为 党 中 每 个 元 素 DD 时 表 为 总 一 XC 局; 为 ,中 天 集 , 且 除 有 限 
个 i 外 C==Bi, 琢 号 EF, 名 CIT ,0( 盆 ) 呈 劾 s. 容易 看 出 , 0( 艰 ) 包 
含 一 切 有 限 维 可 测 柱 集 ， 因 而 X 女 n 忆 绍 s( 这 一 点 没有 用 到 .具有 
可 列 基 这 一 特性 )， | 
反之 , 洪 2 开 字 的 可 列 基 ,不 妨 设 Et EE 和 十 
过 一 (其 UU, Di， 且 除 有 限 个 外 Li; 二 了 Ei:?， 
则 名 是 多 的 可 列 基 ,及 多 c X 多 ,因而 .9 Coc(S) 一 X 朋 se 改 
Yr=o( TISX i. 

这 就 证 明了 《13.1)，(13. 2) 是 (13， 1) 的 直 瘘 推论. # 
14 注 车 R" 表 7# 维 欧 直 空间 ， 即 数 直 线 民 的 # 重 彝 积 空间 , 锣 表 
R 中 Borel 点 集 全 体 , 出 十 姨 起 可 分 距离 空间 ,因而 出 命题 13， 

(R", "= RR,B)X pm x(R,B). 


仇 " 也 可 以 看 为 由 可 测 挫 形 ,或 有 理 产 点 天 矩形 全 体 生成 的 0 城 ， 
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$4 可 测 映照 与 随机 变量 


1 定 党 了 为 品 到 日 ;的 映照 , 邮 对 每 个 EE 只 存在 确定 的 
Qf EDs WA, Es, 
fAN={o: feE A wm EN 
称 为 4 的 原 萌 ,对 终 人 si) 的 于 类 si， 
fF gp) ) : A, pf} 
称 为 .cfs 的 原 彰 ， 
2 命题 ff 汶 ,到 和 ;的 任 一 映照 , 则 有 
=O, (=, 
《其 天 一 大) 
1- (U4.)= Uf (4 ), 


A KKn 4) NF (AA), (2.1) 
1 (FA)= BA) 
证 呈 中 各 式 部 可 直接 验证 之 .例如 对 (2.1) 因 为 对 每 个 ao， 
NN As A,, 下 了- 站 ac 六 :4 进而 有 
FN A ENF de) (2. 2) 


友之 , 若 woE fff 了 (4a), 则 对 每 个 aooE f(A) 即 从 200)E€ A 
故 太 co E 门 4a, 进 而 有 co Ef 站 4a), 世 
Nf CAVCI NA), (2.3) 

比索 《2. 2), 《2.3) 闭 符 (02,1).3 
3 注 让 由 命题 2 可见 , 丫 ! 与 华 合 的 并 , 交 , 余华, 差 , 对 称 差 签 

运算 都 是 可 交 摘 的 ， 而 且 杞 不 限于 可 列 运 算 。 由 此 容 反 推出 品 。 上 在 
~- 呈 域 学 的 原 篆 对 余华 和 可 到 并 运 算 必 是 封闭 的 ， 国 而 71 玫 名 ) 大 
昌 L 册 的 o 域 . 
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i) 若 4， 规定 (4 一 ToD:oc4， 则 夫 U 4) 
一 LU 所 A。) 总 是 成 立 的 ， 即 了 与 并 运算 是 可 交换 的 ， 但 取 余 集 与 交 的 
运算 与 了 未必 是 可 交换 的 
4 下 更 设 f 为 21 到 从; 的 映照 , 多 为 乡 (,) 的 于 类 , 则 
om ff (EN) = ont €)). (4.1) 
证 ”由 久 Com( 多 ), 区 让 (多)Cfi(oo( 儿 由 注 3, (oo0()) 
是 一 个 o 域 ,所 以 oo( 让 (多 Cf1(og,( 银 ))， 另 一 方面 , 令 

YG={B: fF (BEon( (YY, 
虽 多 二 儿 , 用 由 命题 ?2， 多 也 是 可 域 ,所 以 多 二 og( 儿 ), 即 

foo( GCoo(f (GE)), 
下 (4. 1 成立. 
5 定义 设 (0;, 7), (9s 5.) 为 可 测 空 间 , 了 为 身 : 到 从 ;的 
”映照 , 荐 对 每 个 4 E .多 广 !(4) E99 或 等 价 地 六 以 ) 和 天, 则 称 
ff 为 (C821 名 1) 到 (fi, 9) 的 可 测 上 映照 , 记 为 邱 捷 多 /多 ,并 记 
ot 有 =op(1 了 = 一 广 攻 Fs), 称 它 污 自主 成 的 0 域 . 
6 例 站 车 (B=(01 多 (O00), 则 (Ow ) 到 (0, 玉 .》 

的 任 一 映照 都 是 可 测 的 . 

车 (84)=024 {2 02210), 则 (C03, 抽 ) 到 (R, 银 ) 的 可 
测 映 照 了 在 1 上 只 取 同 一 个 值 . 

7 命题 若 (Q, 1), (2s, 多 1) 为 可 测 空间 ， 争 己 名 (21), 又 
一 0( 儿 ), 则 E11 的 充 要 条 件 是 /1 多 ) 叶 1. 

证 汶 罗 Co( 克 = Ci F=f 了 (CF. 
夺 由 引 理 4 ,7 下) 二 1N(o0( 多 =o( RC. 

8 合 旺 设 (2,, .i)), i? 二 1,2,3， 为 可 测 空 则 ， 洲 g 为 (062;,. 久 1) 
到 【已 :， 多 的 可 测 映 骨 ， 又 了 为 { 吕 .多 ) 到 【中 s， Fs) 的 可 测 映 
照 ， Rog:(io 9g) (wm1) = (gm)) 是 人 1 名) 到 (0g 4) 的 
可 测 映照 ， 

证 ” 按 复合 映照 的 定义 ,对 4E 多 

» 46 * 





(fo gd 一 人 oo 有 ga) 和 人 一 (ol IOV ES A 
=og (f(A)), 
所 K(fog) (=9 (fF) Cg (CF fog EF Fos 


二 、 可 测 函 数 -一 一 随机 变量 


9 定义 由 (0 ,多 ) 到 {中 , 纤 e)( 或 忆 , 禾 i) 的 可 测 贞 腿 欧 为 可 济 澡 
数 . 特别 当 ( 旭 , ,多 ) 为 概率 可 济 空 间 时 , (0 .多 ) 到 (中 ,如 8)( 吉 CR， 
有 演 由) 的 可 测 映照 五 称 为 随机 变量 (或 有 限 实 值 随机 变量 ), 也 记 为 
XEF. 

以 后 常用 Tf.Y.(random variable) 作为 随机 变量 的 简写 ,下 商 我 
们 党 认为 《如 ,多 ) 为 概率 可 调 室 间 并 着 重 讨论 T.Y. ,这 些 结果 对 一 般 
的 可 油 泪 数 也 是 成 立 的 . 

10 命题 洪 E={f,} 为 RR 中 秽 密 集 , 则 六 是 (从, 急 ) 上 的 r.Y, 的 
充 要 洒 件 是 对 每 个 ?EF, io:ACojsr EE 多. 
证 {OX} = ,rEF. 

二 取 淖 二 和 [一 ,rr EB} 则 ， /BIC 和 0( 吉 ) 二 绕 记 ,由 
命题 了 ,天后 罗浮. 

11 命题 若 {7 这 1 为 fT,Y. 序列 , 划 sup Xinf 天，， lim 大,， 
lim 入 ,都 是 TY， 


证 {sup 六 CF 二 门 { 人 入} 全 沪 ， 
{1nf AX ci 二 


{inf ,sey = () tinf 六 ,< 十 二 EF 
也 不 一 了 
区 lim i nt Sup ,EF, 
1 了 
lim X= sup inft XE PF. 4% 
了 训 二 


12 定义 车 存在 (本 .学 的 一 个 有 限 分 割 (AiE1}( 即 1 为 有 限 
的 , A EF, HH A,4A,= ' i 区], 安全 一介) 及 互 不 相同 的 实数 4X4, 


。 7 * 


iE 站 使 号 上 上 汐 数 大 可 表 为 
(0 一 wii, 当 四 EtET)， 
则 称 下 为 阶梯 了 .VY. 显 然 阶梯 fr.VY, 是 r.y., 且 %,4; 由 大 唯一 确定 。 
对 4E. 多 ，Jus(o) 便 是 一 个 阶梯 r.v, ,而 上 述 苇 又 可 表 为 
X(w}= 人 ko 让 《12 .1) 
命题 (OQ, 世 ) 上 的 阶梯 了 .V. 全 体 2 构成 一 个 代数 和 格 。 
证 i 8 是 一 个 线性 空间 .页 精 确 地 说 ,@ 是 由 {14,A EF} 张 成 的 线 
性 空间 .事实 上 ,车 六 ,YE 8, 关 二 忆 1 oY 一 加 ys1as, 则 对 任意 实 
数 2,5, 有 
aX by = 之 Caxs oy) ul sy. 


车 将 庄 4.B; 中 的 空 介 除 去 , 并 把 ex 十 byy 取 相 同 值 2 的 A Bi 会 并 为 
一 个 集 Cx, WaX++by = 斑 z Te, 其 中 4z4) 互 不 相同 , {Ca} 为 (2 , 沪 ) 
的 有 限 分 割 ， 

ii) 赤 是 代数 .车 关 二 2 x ar YF = 习 yw 同 为 po 中 ， 元 素 
则 XY = 也 xeyi1441)， 作 类 似 1) 的 归并 亦 可 知 XE e， 

iii》 好 是 格 , 即 采 用 实数 育 然 顺序 ， 当 XX， YEENH, 帝 证 XVY = 
sup (xX, YY,XAY= inf (X, Y) 也 是 好 中 元 素 ， 若 闷 = 六 xu 
1 四 1 

和 AY = 2 (Cx ya, RAY = 2 CR A YD gs. 
作 类 似 蕊 的 好 并 ， 也 说 明 XVY,XAYEE. 
14 命题 守 为 (8,.F) 上 ry. 的 充 要 条 件 是 存在 阶 梯 r.v. 序列 
{n>1} ,使 对 每 小 四 万 dd 都 有 
X(o)= lim X, (cw), (C14,.1) 
目 当 革 为 非 负 了 时, {六 可取 成 是 韭 人 负 递 增 的 ; 人 计时， (和 
世 订 取 成 是 [x 1 所 时 的 ， 


* 1 号 * 


证 和合 册 于 必 (o) 二 im 个 ,Aw), 故 由 命题 11, 芒 为 I.Y.. 
全 先 设 元 为 非 贫 的 ,地 
X= Xt 《0142) 


则 互 ,是 阶梯 r.v， 在 {于 < cr 在 {X 沪 fn} 上 


六 ,二 fh 民 入 ， 随 1# 增 如 于, 是 人 递增 的 .下 村 每 个 必 2， 
fo 一 lim {0). 

于 一 般 的 ,起 ?二 和 V0,X 二 XAD0, 加 太 1X7 为 I.Y,, 且 六 和 = 
天 + 一 下 ， 六 克 尼 们 是 闺 仙 的 ， 所 以 分 别 窑 塞 上 过 收 敏 的 除 
禄 下 Yy .| 天 另 | | ,ZN 天 了 一 人 就 是 也 变 求 钓 收 总 于 汪 的 阶梯 

， 序列. 

所 《14.2) 可 可 由， 和 和 年 人 时 ， 冬 。 非 负 时 递增 地 收 化 于 失 : 当 
[XM HH, |X,|AAM, + 
15 人 辣 题 说 荐 六 为 fT,Y.; 则 对 任意 实数 4,86， 凡 要 9 十 bY， 
入 YY ,用 7 半 每 个 ww 有 意 关 ( 即 不 发 生 十 十 (一 0),0'03, 0f0cojo0 
等 情况) ,它们 就 部 起 了.， 

ii) Nl ,| co: lim X, 二 Lim 三 是 多 可 


测 的 ， 
证 1) :是 命题 13,14 的 推论 

il) 二 而 11 ,im 达 ， EF jim 和 ,二 

{om: lim X= Lm 二 一 1oinmA 一 Tim 总 =-0yE 区， 
16 定 党 让 走光 (品名 ] 上 fr, VY,, 人 尺 访 ， 为 的 子 o 域 ， 若 
EI/ 游 #:; 旧称 了 为 多 可 测 上 Y.， 记 为 了 GE. 丈 1、 
17 定理 (Dood) 六 是 (9 ,多 ) 到 可 浏 空间 (HB,，@) 的 可 测 映 照 ， 
(一 让) 则 (02. 疾 ) 上 fr.Y. 革 为 ol 了 ) 可 济 的 充 要 条件 臣 存 在 
(FS) 上 rv 使 六 一 ho 
证 ”生生 (BE)=Ao) (BR)=7 (RB CFF) =o()), 


"19 ， 


一 着 天 一 袜 win 为 o(P) 可 测 阶 梯 r， v ， 则 由 4 E co(P)= 
矿区) ， 必 存在 B， 使 4 一 《8). 取 Ci 一 有 NOC 旦 让， 则 {Ci 为 过 


中 互 不 相 灵 的 集合 , 量 
AC) 一 AU 总 ;) 二 A;， 


令 h== af 则 站 为 《五 , 6) 上 rv 且 当 @ EA 时 , f(0) EG,, 
hfCO) = = XC(0), AB T=hof. 
对 一 般 二 ， 由 命题 12, 存在 cf 门 可 测 阶 梯 T，v.。 使 天 一 
lim 久 ,而 让 ,可 表 为 半 。 二 of, 其 中 局 为 (E,8) .上 rf.V.. 取 
j= lim £,, 
DE, §) 上 rv., | icf(w)= lim hof(tw)= lim Xm) 
二 


三 、 单调 类 定理 


18 定义 设 儿 为 人 .上 的 函数 族 , 它 满足 ,天 EZ 时 +!,X-EZ. 
人 上 的 函数 族 冯 称 为 名 类 ,车 它 满足 

ji》 1 E28, 

ii) .3 是 线性 空间 ; 

iii》 设 下 注 0 ,下 ,EE. 开 ,党 芝 且 半 E 人 或 下 有 界 , 则 让 EN . 
概率 论 中 经 常用 到 下 殉 函 数 形 式 的 单调 类 定型， 
19 定理 涯 军 一 多 ( 吕 ) ,多 为 于 类 ,又 黎 为 有 员工 的 一 个 多 类 , 且 ， 
EGC} ,A 包 合 人 上 一 切 属 于 煞 的 ol 尖 ) 可 测 函 数 ， 
证 取 贸 | 一 {4:14E 弟 ) , 则 .多 一 坟 .我们 来 证 明 多 是 4 类 .由 匀 ii) 
知 ,车 4 EF, 则 Tac 二 1 一 1 E92 ,于 A'E 久 1, 若 A,BEZ ,HAB= 食 ， 
网 了 sa 一 4 十 Tn, 故 4 十 BE 多 由 放 ) 若 {A457 之 1 为 多 中 
递增 序列 ,， 则 ua = lm I ， 广 U4E 呆 所 以 多 ;| 是 一 个 4 


类 ， 因 此 由 定理 2.9 可 知 禄 一 or 用 )， 
。20 : 


利用 认 , 刘 可知 ,多 : 可 测 有 界 阶 梯 r,Y. 都 属于 .NP 最 后 利用 命 
题 14 及 iii), 可 推 得 非 负 的 甚至 一般 的 多 可 测 奖 数 不 ， 只 要 它 属于 
人 9, 都 及 E. 闪 定理 由 此 获 证 . * 
注 使 用 上 述 单调 类 定理 时 ,名 常 取 为 但 .上 ao( 急 ) 可 油 消 数 全 体 , 旨 上 
有 限 可 测 函 数 全 体 或 者 其 积分 满足 革 些 要 求 的 ec{ 笃 ?可 调 画 数 全 体 ， 
而 .到 党 取 为 中 有 待 证 的 特定 性 质 的 酒 数 全 体 ， 这 时 上 述 定理 常 被 用 
来 证 阴 属 于 多 的 cf 贸 ) 可 测 商 数 上 共有 ,站 所 规定 的 特殊 性 质 ，- 
20 定理 若 六 为 只 上 某 些 有 界 实 函 数 的 集合 ， 则 存在 喉 上 域 
多 ,使 3 为 (0Q ,1) 人 有 界 I.Y, 全 体 的 充 要 条 件 是 ， 

i) . 形 是 线性 空间 ; 

ii 1 EW, 

iii) .和 是 个 客 ， 

iv) 税 {fn 字 1) 是 逆 中 一 致 有 界 递 增 rf,Y. 序列 , 一 lim 记 , 则 
f EN, 
上 且 这 时 =o{f ,fe Aoto(f) ,fT EN). 
证 ”一 由 命题 11 及 便 题 15， 

= 取 光一 {4:1 EW , 则 0 EF, 故 多 1 是非 空 的 .由 内 是 一 
个 糙 , 可 推出 多: 是 工 闪 ， 又 象 定理 19 一样 ， 可 证 明 .| 还 是 一 个 4 
类 ,因而 由 省 题 2.8,. 多 ,是 一 个 可 城 ， 

利用 刘 , 多 , 可 测 阶梯 r.Y. 都 属于 和， 又 利用 命题 14 ,一切 非 负 
有 界 名 可 测 r.v， 遍 于 , 丈 , 最 后 利用 刘 , 任 一 有 界 ,有 ,可 测 r.v, 都 属 
于 .3 和. 

我 们 还 需 证 明 , 丈 中 每 个 元 素 是 .多 可 测 的 ， 若 EZ, 则 对 任 --- 
实数 上, 

Tirya, 一 lim hinf (1,n(f—ay'). 


利用 让 一 i¥), 示 浴 说 明 上 不 右 端 是 局 于 这 的, 旋 (jf 之 0)E 久 ,有 妈 f 是 
字 | 可 测 的 。 因而 证 明了 , 北 为 多 i 有 界 可 测 r,Y. 人 全体， 
最 后 还 可 证 明 .多 ;一 cf 扩 了 E). 册 多 前 定义 ,多 Ca FE 


= 1 * 


Th 


叉 由 背 中 元 案 多 1 可 测 , 赦 0o(f ,1 EHCC,, 所 以 及 1 二 0(f E26) 


/ 由、 多 维 随 机 变量 z 
21 定 湾 若 六 … ,XX 为 #8 个 rv 则 ==( 久 ,,…,XX,) 称 为 在 维 
贱 本 变量 ,也 称 卫 机 向 重 ， 


27 命题 各 一 (人 六) 亲 # 维 了 fw. 的 充 要 条 件 是 X 为 (9， 


他) 到 (R", 红 ") 的 可 测 映照 , 且 o() 二 0(X,1i1). 
证“ 汪 车 名 为 静 * 中 可 测 矩 形 全 体 ,对 和 一 多 4 E 多 


XA {0 NOE 作 一 中介 : 下 (Oo)EA4 一 用 于 4LD 
u(t 1 

故 X(W)Co(Xs1Si<n)C .由 命题 7 为 (Q,F) 到 Cp, Pr) 
的 加 测 映 照 , 且 OOo cin). 

守 对 任 一 上 17Sn, 项 深 , 取 

A= 休克 EG", 则 
X-1( A) =X-i( A GE ol KICF, : 
局 轩 ! 为 fF.Y 且 0 可 六 1 rR 
Si Co(AX). + 
235 定义 若 f 为 (R?, 几 "到 (有 R, 绍 ) 的 可 测 卫 数 , 则 称 了 为 下 元 的 
Borel 可 测 孙 数 或 简称 Borel 汐 发 ， 类 似 地 ， 可 列 维 乘积 空间 (人 ， 
绕 ”) 到 ( 民 , 党 ) 的 可 测评 数 也 称 为 Borel 画 数 ， : 
24 命题 : 关 儿 一 Cv, ,; 则 有 限 r.Y, 了 为 ol 于》 
可 测 的 充 要 条 件 是 存在 # 元 Borel 国 数 下 (xi xn) 使 
”二 性 下 

证 ”这 是 定理 17 的 等 例 ，+* 
:6 命题 设 1XiEJ) 为 (2 ,FF) 上 一 族 r,vY,, 则 ， z 

i) 号 上 有 限 实 秆 函数 了 为 ao( 弟 ,, EJ) 可 测 r.v, 的 充 要 条 件 是 
存在 J 的 于 多 为 可 列 的 子 集 1 及 Borel 玛 数 了 使 了 二 所 Xi€D; 二 ) 关 

4 有 和 


有 ECLXi1EJ), 必 有 J 的 至 多 为 可 刚 的 守 集 全 4 E ot(X;,iELD., 
证 订 充 分 性 是 显然 的 .为 证 必要 性 , 忆 
Y={ 4 A EX i ET, Sj, n>1}, 


则 独 是 一 个 x 类， Ho( WY)=0(Y, i€ 1). 又 令 多 为 有 限 r Y. 全 体 . 

{ED ,1 汶 了 Y 的 这 多 为 可 列 的 子 集 , 9 为 Borel 是 
数 } 则 容易 验证 疹 是 部 类 ,是 让 二 {4:AE 帮 , 故 由 定理 19, 和 但 作 
CC 窜 ) 一 人 和 人 可 测 而 全 rw 人 全体， 这 就 可 扒 册 对 一 切 cf 二， 
i 可 济 存根 r,V. 为 于 名 可 而 个 谍 ,, EJ 的 Borel 前 数 .ii} 是 门 的 
特例 ,了 了 4 并 这 用 门 | 江 襄 z 
26 命题 和 首 ( 虽 , 字 ) 一 (0 到 名;) 长 沫 积 订 测 空 个 凡 
《如 , 殉 ) 到 ( 必 , 过 站) 的 可 测 隐 数 ,时 对 徊 个 E91, go) 一 大 ay 四) 
是 (os 多 >)》 订 《 吾 , 窗 #) 的 可 测 了 机 数 . 
证 币 二 XA, 则 尖 蚌 类 晶 of 入} 于 ,XX 
sg 为 《好 加 [Tv 生体， 

二) 对 每 个 EQ A,) E. 办 ， 

由 容 易 验 证 这 范 如 类, 量 闪 一 14;AE 相册 定理 19, 关 包含 ot 儿 ) 
二 可 测 r.Y. 全体 ，* 


小 结 


本 鞋 可 以 说 是 没有 概率 的 概率 论 ， 它 主要 介绍 可 测 空 间 中 不 依 融 
于 概率 的 各 种 性 质 ，8$1 从 介绍 集合 的 和 运算 开 嫩 引进 了 焉 的 概念 .dr 
域 是 以 后 规定 概 滨 的 基础 ， 命 古 1,17 说 明 从 我 们 感 兴 趣 的 集 类 早出 
发 总 可 张 成 一 修订 域 , 但 那 轩 并 没有 县 体 络 出 gf 罕 ) 是 如 何 构成 的 .事实 
上 可 其 是 由 吧 一 8 各 放生 生成 的 站 域 ,习题 10)-oz[ 罕 氏 合 题 了 TI) 
0{ 雪 ) 这 一 过 程 来 完成 这 -一 过 程 由 是 太后 测度 生成 和 扩张 的 阶梯 . 
由 于 (省) 到 o( 人 名) 入 ( 和 省)ro( 儿 ) 的 扩张 过 程 不 是 构造 性 的 ,$2 的 
两 种 单调 类 定理 {定理 2,5 和 2.9) 就 是 一 个 重要 竟 工 具 。 它 成 为 概率 


”23 ， 





话 中 把 域 或 半 城 ( 王 类) 上 的 某 些 性 对 推 到 可 域 上 的 一 种 晤 常用 的 手 
段 . 1 最 后 介绍 的 教 直线 上 Borelo 域 是 一 种 最 便 要 的 具体 情况 ,§3 
介绍 的 可 测 空间 是 $1 的 继续 ， 在 本 闻 还 开始 用 集合 运算 和 0 域 的 桂 
念 来 规定 事件 运算 和 事件 域 的 概念 .$3 后 一 主 介 绍 了 来 积 可 测 宣 间 
的 概念 。 它 可 前 为 §1 结果 的 应 用 ， 但 其 本 身 在 测度 论 中 也 是 十 分 醒 
要 的 .84 介绍 了 随机 变量 的 概念 和 性 质 . 可 测 上 映照 是 较 随 机 变 爱 更 一 
般 前 概念, 一 维和 多 维 随 机 变量 都 是 一 种 特殊 的 可 测 映照 ， 命 本 4.14 
是 描写 r. VY. 构造 的 一 个 命题 ,也 是 我 们 以 后 建立 积分 的 出 发 点 .未 数 
形式 的 划 调 糯 定 理 4.19 是 以 后 建 下 涉及 可 测 函 数 亲 些 性 质 的 一 种 本 
要 手段 ， 初 学 时 并 不 容易 掌握 它 的 用 法 ， 但 及 需 在 以 后 用 到 这 一 定理 
时 ,能 对 律 用 成 不 使 用 单调 炽 定 理 两 种 方法 进行 比较 ,就 会 容易 地 常 稚 
这 一 单调 类 定理 的 用 法 ， 


于 是 


1， 共 日 为 实 直 线 , As 二 (一 0,09): 全 1 试问 1im sup 4s 和 iminf A， 坚 和 什 
么 染 合 . - 
2. 车 {A4s,n 宇 1} 为 王 不 相交 染 合 的 庆 列 ， 证 朋 lim 山 ， .4 一 由 . 
3. 证 明 : (im 4w) 一 1im -4 
lim (A 有 8 一 ia Aa im 五，， lim (A4n Bn) 二 lim wm B,, 
lim An lim BaTlim (AnB)C lim As lim B,, 
#4. 若 AUNi=BJNs, 刘 ABCNIUN;g. 
5 .证 阴 ， 本 六 号 一 4 六 五 CC 一 4 六 Be A= BAC., 
AA UB CH CAnABs), (NA ACN Bs}C 1 (4A, AB,). 
6 ， 对 任何 集合 疗 列 (Ad, ms) 全 Bn 二 At，Brnil1= 二 Bn 六 An+1，# 宇 1!。 证 此 
lim Bs 存在 当时 仅 当 lim 4 一代， 
7 了 7. 让 E 有 明了 泡沫 合 .1. 慎 泥 数 物 充 要 条 人 入 是 f= 了 ~ 
8， 若 1p jE J ic 为 集合 族 ， 证 明 
,1 se i EK ‘el 


其 中 K=X J; 表示 所 窒 庆 列 {77， iE 2} 的 集合 ， 


Pijie 


=" 2" 





- 
y 


上 


府内 抽水 戎 


和 





15， 


， 车 多 己 忆 (20), 多， 弟 g ，2 分 别 袁 示 由 多 中 集合 月 根 并 .和 限 变 , 可 列 


并 、 可 列 交 板 或 的 全 闭 ， 试 证 和 io 攻 站 对 背 限 并 (得 限 稀 ) 
封闭 ， 办 而 “ve 一 多 ai, 同时 它 也 为 包含 8 凡 对 用 限 并 月 限 交 对 闭 的 
最 小 介 汪 。 举 例 说 明 多 oo， 针 8》 对 可 歼 和 (可 现 交 证 算 不 一 定 
封闭 ， 


, 设 多 CF 取 多 1 一 僵 , 人 ,A: 4 或 46 “)}, a={ 有 4141E 多 1 ， 


# 关 1》. 试 评 多 4 沟 则 多 生成 的 灶 域 of 全 


,车 多 是 由 如 中 生 限 个 汪 集 构成 的 集 莹 , 刚 sr 《 独 》 只 含有 限 个 集合 , 且 这 时 


必 儿 将 提 分 解 为 各 限 个 瑟 趟 相交 的 1.45.4 宇 1} 之 并 , 而 (多 j=g(dn， 


并 之 ] ). 


、 在 多 己 多 (0 人), 鼻 可 外 个 某 构 成 ， 惠 wy 多》 也 出 可 烈 个 信和 构成 ， 
. 车 {jj 之 1) 为 8 上 的 递增 0 域 ， 由 玫 / 呈 区 y41， 则 Uj 是 一 个 城 ， 


个 ， 


. 如 城 到 称 河 可 列 上 生成 的 ， 若 存 和 下 445 ,nm 空 1 便血 一 中,4 关 1) 证明， 落 


每 小 站 } 都 是 可 列 生 成 各， 风 了 多 ;0 之 11 也 是 可 列 生 成 的 ， 


说 品 一 于 和,{ Am 瑟 不 相交 ， zE 朋 
nl 
zf An ,hn21)={ 驾 六 的 于 列 }， 
并 说 申 可 列 毕 成 e 域 未 必 能 找到 上 2 的 可 列 分 着 如 = 总 nr 全 严 一品 (和 am， 


n=1). 


.其 玫 洒 g 域 ,FEF ,证 ots ,EY={AE+BE',A,BrF}. 
为 可 油 空 间 。， 若 对 每 个 AEF 了 wm) 二 Tkwm )， 则 称 加 一身 "5， 证 


明了 这 是 和 率 同 的 一 个 等 和 价 关系 。 营 规定 每 个 等 价 类 称 为 天 的 一 个 原子 ， 试 
证 当 天 为 可 列 生 成 时 ， 原 子 必 为 可 再 的 . 


,， 著 天 一 加 aa,GEETD 刚 寺 在 一 个 4E 下 ， 闻 让 正 至 多 为 可 列 的 指标 集 {e y， 


7 衬 1C7 AEg (ha; ,i 宇 1). 


， 洪 巨 让 距离 空 间 , 多方 EE 中 开 集 全 体 ， 证 明 ot 名 ) 一 ALF). 
一 10,1 ,2.3) ,二 {名 40,1}, {42,3} 10.3},11,2}} , 验 主 多 沐 44 羔 , 体 涉 


是 < 赤 . 


， 贸 为 多 (82) 的 非 空子 集 , 证 明 9 为 4 类 的 充 要 条 件 是 它 满 是 i)2€E 多， 


ii) 浴 A,BE ,ACB,NMN B-AEY, 
» 225 。， 


22 ， 


23 ， 


24 ， 


25 ， 


26 . 


| 
如 


28 


iii) 著 1 了 天] 大 加， 有 昌 了 本 这 卫 出 U A 


到 了 的 是 照 称 光 各 入 时 的 Cinjective) 六 于 Ot 二 轩 于 0); 
稳 [ 为 洪 射 的 (surjeclive》 各 下 { 寻 ) 二 6" 标 为 驱 身 的 《bijective) 才 它 既 
是 单身 又 是 注射 的. 并 由 下 A= 和 Co):wm EA 规 才 (0) 到 儿 (2 门 的 
上 映照 .让 明 : 
i) XC A= UU XUd7): 
二 局 三 ?3 字 于 
ii 对 作 一 集 族 {41,1E 中，X( DA47)= 1 对 (47) 的 充 要 条 件 是 革 为 


单 射 的 ， 
iii》 对 径 个 4 下 (下 一 4 的 充 要 条 件 是 五 为 满 射 的 ; 
iy》 对 每 个 4 [一 Ad) 的 充 要 条 件 是 天 为 又 射 的 . 
车 《8 .8 济 拓 扑 空间 , 名 表 汶 遇 的 Borelo 域 . 淮 多 ,二 o0(f :为 (人 2, 了 了) 
上 证 续 函 数 ), 则 六 : 广 名, 洛 ( 届 ,下 ) 为 可 距离 化 的 ， 则 名 ,= 误 ( 久 ,一 般 种 为 
Baire er 瓶 ). 
若 《 妇 7 ,1) ,1E 7 为 一 该 可 测 宇 司 ， 又 对 短 个 iE 了 T,X; 是 2 到 人 27 的 如 下 
映照 . 

Yim, iE TO 
证 上 昕 冬 积 域 多 用; 站 让 证 二 都 可 滑 的 最 小 oq 域 . 


若 配 x,y) 是 【人 1X 人 ,区 1X 村 3 和 (EE, ) 的 可 测 映 照 ,， Aw ,vw)》 是 
{Ua 上 的 可 测 腔 辽 ，gtw,， 2 是 (UL XU 3，, 
色 1X 贸 引 主旨 3 3) 天 的 可 测 上 映照 .证 明 XC v= gly, )) 
尾 (UL 的 吕 调 续 脱 ， 
若是 ,下 (EE 和 居 可 测 睐 曙 , 总 六 完备 可 分 距离 空间 ， 多 六 卫 
上 的 Borel 沽 ， 轴 于 介 , 了 上 号 位 区 数 g 为 gt 人 可 测 的 充 要 天 人 忻 是 存在 
hE dA i go= hfF. 
验证 十 古训 数 全 首 总 百 困 六 浇 [95,10 的 革 个 og 城 的 有 界 可 出 函数 全 体 ， 
区 站 上 上 六 沉 各 宅 的 他 才 国 绍 人 生体 
iiy 一 role fy}, 
jii 汉王 {1[0,j 上 线性 忆 小 合体 } 
iy】 淮 二 1Borel ni 油 竹 兴 阶 梯 医 数 富 体 }. 
下 号 人 工 革 些 得 恒 电 : 明 禾 储 合 .过 
i) 1 Ew, 
1i} 帝 是 线性 空间 有 旦 为 代数 ( 纯 当 了 , gE 部 必 有 fg 党 )， 


" 26 。 


站 


29 


30 


iii) 淹 对 其 中 元 索 间 再 卸 序列 或 一 致 收获 序列 的 极限 运算 是 震 扎 的， 
试 证 具 香 总 上 的 5 城 到 1 涛 是 { 呈 , 至 1) 上 得 措 可 训 冰 数 生 性 . 
他 瑚 为 日 上 疹 噶 函数 族 ， 对 一 致 和 有 崇 革 测序 剂 和 一 私 收 就 座 列 的 极限 运 得 
封闭 ， 又 多 亡 罗 . 若 站 汉 尼 下 到 两 个 条 件 之 任 一 个 ， 

i 这 光线 性 室 回 ，1 EE , 久 对 洋 积 者 闭 : 

ii 多 为 一 代数 ， 针 存在 { 丰 JCY 使 {fw) 一 焉 收 雍 于 1， 则 这 包含 一 切 
痛 界 go(f, fE 多) 可 漠 并 数 . 
设 瑟 为 【 呈 , 天 二 非 抽 TY 证明 

B={(o,x) :0Cx 人 < Xnm)) 

为 (2xX 民 ,六 XX 者 } 上 可 测 全 . 


第 二 贾 ”测度 与 积分 -一 一 概率 与 期 望 
$1 测度 与 测度 空间 


一 、 测 上 度 空 闻 

1 定居 设 则 为 一 空间 ,四 C 呈 学 (从), 看 上 实 值 (可取 土 品 ) 函 数 上 4 称 
为 集 函 数 ， 

若 对 每 个 如 E 禄 ,| 二 ce 称 产 为 有 限 汐 

若 对 每 个 4 E 名 ,存在 (4 75z2 二 和 才 ,使 4 一 日 4 入 对 每 个 #， 
C4) 之 50, 则 称 坟 在 息 上 为 ao 有限 的 ,简称 为 09 入 限 的 . 

基 对 任意 4,BE ,4B=2, 晶 4 二 BE 多 ,都 用 A+ 电 =j(4) 
十 4 如 ), 则 称 上 为 有 限 可 加 的 . 

车 对 任意 (4 4 之 1 多 ,hi41 一 D, ii, 且 加 44E%, 都 有 


(DA)= BA), 则 称 疡 在 留 上 为 ce 可 加 的 或 可 列 可 加 的 .， 


显然 ,六 上 为 9 可 加 的 ,和 好 EE 和 莉 , 玉 如)==0, 阳 为 有 限 可 加 的 。 
叉车 上 为 有 限 可 村 或 g 可 加 的 , 作 EB ,A+to0, 4 名 二 0. 
2 定 党 设 晶 为 一 空间 , 委 己 屋 (02), 旦 闻 七 才 , 光 上 集 光 数 上 4 称 为 测 
度 或 正 测度 , 若 它 满 呈 ;1) nu( 疗 ) 一 0; iiyz 为 非 负 的 , 即 对 每 个 4E 贸 ， 
(01) pg 为 可 列 可 可 的 ， 
着 和 EE 忆 才 上 的 测度 上 4 满 吓 和 ) 王 1, 测 称 上 4 为 概 素 济 度 、 
事件 4 的 概 计 测度 蛋 以 4) 称 为 了 的 概率 ， 
注 这 芷 我 们 讨论 4 在 廊 取信 的 情形 ,一 般 地 可 海 虑 上古 具有 了 加 法 运 
算 和 模 限 运算 的 集合 上 取 值 的 情形 。 特 别 地 , 车 p 沟 取 复 值 药 厅 列 可 
加 集 冰 数 , 刚 称 为 复 测度 . 
3 例 在 多 (0) 上 规定 yy 如 下 ， 当 上 4 为 有 限 集 时 , nLA)= 二 4 包 


， 23 ， 


地 


售 元 素 的 个 数 : 当 4 为 无 限 集 时 ,Ad 一 十 o。 这 时 六 便 是 罗 () 上 
的 测度 ， 当 如 为 有 限 集 时 , 8 为 有 限 的 ; 当 吕 为 可 列 利 时 , 呈 汶 gc 有 
限 的 . 

4 定 迪 涯 (0 ,多 ) 为 可 测 空间 ,为 多 上 的 测度 , 则 (中 ,多 ,2) 称 
为 济 度 空间 ,. 当 忆 为 多 上 的 概率 测度 时 ,(0D,. 实 ,局 ) 称 为 梳妆 空间 ， 


二 、 举 域 和 域 上 的 测度 上 


5 定义 在, 多 为 名 子 集 构成 的 集 类 ,和民 区, 又 ,vy 分别 为 各 ， 
多 十 的 集 消 数 , 若 对 每 个 4E, (A)== yA), 则 称 ， 为 天 在 区 土 的 
正本 或 扩张 ,上 为 Db 在 直上 的 限制 , 才 -i0 #4 二 vy| 多。 

6 命题 2% 上 的 半 域 ,为 上 虐 的 非 负 可 可 和 集 孙 数 ， 则 存 广 
下 在册 多 玉成 的 域 2( 玉 ) 上 的 唯一 延 折 vv 在 .tt( 溯 ) 亦 是 非 负 可 
可 的 ;月 当 为 可 列 可 加 时 ,vy 水 可 列 可 加 ; 为 概率 测度 时 ,vy 亦 为 概 
率 测 度 . 

证 ” 山 合 题 1. 1. 14 (7) 二 (二 守 r: {49241E 耻 为 中 互 不 相交 
有 限 族 }。 天 4 二 宛 E (FF), 令 
uA) 
我 们 先 证 明 这 样 规定 是 台 理 的. 游 4 = 全 ”一 他 都 表 汶 邹 中 
不 相交 大限 个 信之 : 守 , WW 
"(= pS 二 之 A 一 他 名 Ko 一 名 uAT)) 

可 知 z> 的 定妆 中 一 意 的 ,而 册 > | 尘 定 放 可 看 出 y 是 上 的 延 拓 ， 

册 证 明 ， 的 可 如 性 . 洛 AE HF) ,A= 4, J 为 有 限 ( 可 列 ) 足 
标 集 ， 四 于 有 ,A; 归属 J 2), 下 可 由 为 

一 2 S$ ， 4,= > 
其 中 , 玉 ,1 为 有 限 是 标 集 , Sx,7TI? EE 多 ,所 以 ， 
Su 一 Sod -Sx A 一 位， pt 


jE 


T=70A4=70 ® S51 = BTS. 
下 万 贡 点 去 本 


» 99 。 


利用 记 在 多. 上 的 育 限 {可 列 ) 可 加 性 及 长 ,1; 为 有 限 集 可 得 
"(4)= 避 150)= 马 避 时 SIT) 
局 此 亡 jE ?EI 


-有 ST)= 轩 ,AT BA 


个 :全 次 
ET 4 在 2 (多) 上 为 有 限 (可 列 ) 可 加 的 ， , 
最 后 ,车 民 水 为 4 为 LY(9) 上 的 延 扫 , 当 4Emx (9)， 必 有 
4 一 罗 51,51€ 9 这 时 ， 
| (= 加 (57)= 有 A517)=v(4)， 
记 以 在 .4( 灾 ) 的 延 拓 是 唯一 的 。# 
7 命 磊 池上 4 为 域 .CC 祈 (CQ) 上 的 韭 负 有 限 可 加 集 画 数 , 则 
i yz 是 意 调 的 , 即 当 .ACB, 必 有 u(tA) 所 nu(B); 
iD 是 六 可 明 的 ， 六 AC U4, 则 uA)< 总 (4); 
iii》 为 俩 弃 为 og 可 加 的 ， 当 有 昌 权 当 对 每 个 递 瑞 序列 {4w}， 只 要 
4。E eg, 便 有 
lim T ARC 4 一 人 4) (7.1) 
iY)》 若 上 为 o 可 加 的 ,好 对 每 汪汪 沽 序列 14, 只 要 站 4A,€ 好， 且 
存在 2 ， 鲈 j(A,0)< 之 co， 相 科 
lim yp( As) = (NA,) (7?.2) 
及 之 ,党 对 每 个 递减 序列 {4 ,人 则 A, 二 多 ,都 有 
lim p(4,) 二 0, 则 yx 忆 是 0 可 出航 ， 
证 | i) 若 ACB,WB=A+(B—A),ABD=AA BA pA). 
iD 着 4cC 5 4 由 命 巾 1 1, 6 U 4 一 (A YA), 
i)， 
nC AY UD ,A ) = > :An NY A > uA, ). 
ii 一 记 了 4 一 中-4s, 由 于 !4 是 递增 的 , 若 令 Ao 二 儿 , 则 有 


4= BB (An Am), 


。 30: 


故 A)= © Ad, A = lim > HL 4 一 4 


Wi ~ 上 


= limp (H(A oA))= Jim (4,) 
[Te rr .1 和 .> 


| 4 .ES I 取 A4， -38 
4 为 递增 享 列 , 旦 A= 和 HE ,区 由 (7.1)， 

(5.)=4 Us 一 im wt 1) = lim ~ A ) = A BY) 

= | 1 Te m= | 同一 了 

和 人 Do， 他 如 ,一 和 一生 ， 则 {8,) 为 递增 的 ， 
WB,= 4,~ 站 -1 Eo iY), 

uA ot | A = 如 一 im HAD) 一 全) 一 im 此 A) ， 
BNCT .2) Rar 

六 8 训话 不 相交 党 ,， 和 B，E , 政 4 一 会 | 二; ， 川 | 

a fe 


to 为 雇 诚 的 ,日 则 及 4 二 写 , 鼓 由 (7.2), 在 下 式 中 令 n>o% 有 


下 ( y B,) A > 8,) tA( >, B,) 


SAAB) TAAn)= TPB,).s 
注 ”从 命 赴 ?的 证 明 中 未 难看 出 ,对 环 上 的 非 负 可 加 信函 数 , 合 题 7 出 
同样 成 ， 
8 系 熙 4 为 吕 域 区 上 的 测度 , {4 为 多 中 的 序列 ,出 
5 Lam A,) < lim nx(.A,). (8.1) 


若 对 基 个 二 ,#4( U dj<eo, 则 
a lim 4,) 2 fim A( 4,). (8.2) 


特别 , 当 lim 4, 存在 时 , 昌 对 其 个 nc, 4( 4.)<oo, 则 
im A,)= lim p(A,). (8, 3) 


证 由 于 = 仙 4e 是 多 中 递增 序列 , 故 
pA 
lim inf pCAx)= lim st.A,). 
类 人 要 地 (利用 (7.2)) 开 有 明 (8,2), (8.3) 是 (8.1), {8.3) 的 推论 ， 
注 和 东 8 对 环 上 测度 Ar 也 问 祥 成 六， 
9 命题 行 (只 , 有 ,局 ) 为 报 论 室 邮 ,和 园 (后 ) 为 域 ， .多 一 0 地 ,了 刚 
对 每 个 AE 站 及 全 一 e290, 必 存 站 B, E20, 合 P(A 八 EB)<e, 
证 号 
EAAEF,H Yer0, 4B Ey 使 P(AND Ye}, 
蝇 煞 近 二 1， 是 和 是 一 个 0 殷 ， 闪 为 由 有 4A 入 B' 一 A 入 DB, 订 推出 当 
有 EE 时 AE BE 及 mw 满足 


P(A AB YC Ee/2"m, POU BNU Bs) < e/2,MyE 
LU 4.)A(U B,)=U (4, 个 Bn), 
P(U 4AU BB) SPAA EB,) 
nl 中 三 二 有 一 
+P( UYU BNU DB)<e， 
这 二 1 不 二 1 

可 推出 当 {4 8 之 1} CC 多 时 , 必 有 山 A € 多 ,大多 是 o 域 , 因此 
ol) = 


三 完备 测度 


i0 定 光 说 # 为 5 域 多 上 的 测度 ,让 一 :A E 多 Rd) 一 时 ,又 
令 人 二 {NN: 在 定 AE YZ, 使 NCA)， 
则 ,中 元 素 称 为 4 可 路 集 ， 若 性 学, 则 称 上 在 多 二 汶 完 备 的 . 
当 ( 昌 , 光 , 呈 ) 为 概率 空间 时 , 则 中 元 寻 简 称 可 咯 集 . 
内 定义 可 上 见 , 完 备 性 的 要 求 与 多 及 测度 4 都 是 有 关 的 ， 


» 32. 





11 定理 (完备 化 扩张 ) 六 ( 昌 ,儿科 为 油 度 空间 ,为 上 可 畴 集 全 
体 , 则 
i) 一 {UN:A4EF, 和 NE 为 0 域 , 字 二 ,多 ， 
ii) 在 名 上, 令 4AUN)=&(4), 训 五 是 上 测度 , Rls 二 4 王 
当 关 为 轿 洁 调 度 有 时 起 亦 热 ， 
ii 《如 ,多 ,5 是 完备 鱼 度 空间 , 即 关 在 .多 上 是 完备 的 ， 
证 计 .多 盖 多 是 明显 的 ， 首 先 注意 可 略 信 的 和子 集 必 是 可 略 集 ,对 
几 世 .多 及 可 了 略 集 六 所 召 后 和 ,出 于 
CAUNY=A N= AB THA NEF, 
UCAUND)=Y AYU(Y NA) EDF, 


因而 多 是 天 域 . 

i UN NANIUAN;, 所 以 按 放 ) 规定 元 
是 一 意 的 , 5 是 测度 中 渤 玫 接 验 证 之 . 

iii} 六 有 为 及 可 略 从 , 如 有 ACBE 这 ,有 R(B)=0, 出 劈 的 定义 , BB 
避 可 溢 为 B= 二 BN Ni 罗 玫 人 攻 天 BlEZ, lB)= nDB)=0, 
苹 瑟 冰 为 站 可 网 能 ,因而 蕊 是 下 可 瞳 集 ,二 也 是 站 可 瞳 荣 ,Er 
一 多, 页 到 在 .多 上 上 是 完备 的 ,3 
12 定 党 定理 11 中 的 (2, 多,) 称 为 (人 ,名 4) 的 完备 化 扩张 ， 

由 定理 11，, 我 们 往往 可 以 亿 定 广度 罕 间 是 趣 备 的 ， 许昌 内 雪耻 其 
完备 化 扩张 即 可 ， 一般 地 ,和 癌 罗 为 多 的 子 吕 威 ，- 人 为 革 些 储 攀 成 的 

厅 环 ,4 在 .多 ,上 为 测度 ,4 在 .入 上 全 为 震 , 则 下 可 扩张 六 gg) 

上 上 的 测度 ( 谷 见 习题 15) 


8$2 人 慨 率 测度 的 延 招 与 生成 


一 ， 域 上 测度 延 拓 定 理 


1 命题 设 吕 为 由 中 个 华 构 成 的 域 , 局 为 二 的 调度 . 关 
{1 为 8 上 两 个 递增 序列 , 尘 dB 出 


字号 


lim F(A, < lim Pin ),， 《1.1) 
进而 ,车 U4 一 UU Bm， 划 
lim P(A,) =lim P(B»). : (1 2 
证 “对 固定 的 由 14 有 m 这 1) 为 of 中 递增 序列 ， U 4.B。 A.EA, 
故 由 命题 1,7 
lim P(B,, ) 之 lim P(AB,)—=P(tA,Y. - 
今 n=o0, 即 得 (1 了 .而 后 一 红 论 挫 诲 注意 4,，Bs 的 对 称 地 位 ,用 
(1,.1) 即 可 得 (1.2),# 
2 车.9 为 域 , 卫 为 .of 上 概率 测度 , 记 
We={U A A € sf}, 
由 op， 在 .上 今 上 
QU 4.) = limP( DU A,). 


由 例题 1 可 见 , 各 .4 一 2。 一 4 由 1 用 lim PCU 4 或 im P(U 4 
规定 日 (所) 有 机 辣 的 数值， 有 所 俯 这 - 定义 是 完全 确定 的 ， 且 
忆 | 了 一己。 
5 命题 ( 续 上 ) 工段 中 的 yo 及 总 有 下 列 性 质 
i) 当 AE NN, OEUCA)E1, 
ii 考 41Eo, 则 AAALE cp, 且 有 下 列强 可 加 性 ， 
QA A FQCAA) =Q( 4)+Q(4,); (3.1) 
i》Q 单调 性 车 A 中, A AE mo CADEQ(A,): 
iv) PAE pto, As th A(nr oo) ,MAE HQ(A)=lim Q(A). 
证 让 显然 . 
ii 六 .中 递增 序列 14， 天 芝 寺 1 9 和 分 别 以 A ,4 为 
极限 , 则 由 
Pd As ) 十 已 (4 dr ) = P(A }+ P(A,, ), 
今 p>o0, 即 得 (3.1). 
1 可 出 第 题 1 推出 .为 证 iY), 攻 8 中 首 增 序列 (Asmar,8 这 1} 以 
间 生生 二 


4 为 极限 , 则 Ba= 站 Amr E oz , 且 {Br, 83>1} 为 递增 序列 .对 ms&， 


rc 下 CC 一 4 
POAOEPLIB)=—= QB)EQLA) 
先 令 Recc ,有 
A Clim Bclim dx， 
下 一 om 下 = er 
QC Am) < Tm P( Br) < lim QC An) 
Rr ch 
再 令 mm 一 co, 即 得 
Jim Bi:=1im 4 ,二 .4， 
虑 一 4 


7 -直人 


lim QL Am ) = lim PIBAO=—=0UA), 


+ CD 申 一 


4 命 三 ( 续 上 ) 对 .AE 多 (外), 今 
Pt) 一 inf 10(B): BOA, BBE.)}, 
Ry] 这 五 着 | yo—Q, OEP(A)SE] ,AE PN) 
ii) PECALU A PCA A ) EP A PE A,), 


竺 别 地 , PY 是 半 可 加 的 ; (AU ADSPY(AD) 寺 PP*( 4,): 


iii》P* 是 单调 的 : 若 4 王 4 则 (CADED*(A4;); 


iv) 若 4,。4 A(n 一 0), 则 了 PA) 二 lim PXAs)， 特别 , P# 为 六 上 


可 加 的 ; Px(U 8B.) 安 翌 PY(B。)， 


上 述 P* 多 称 为 相应 于 忆 的 外 测度 ， 
证 i) 显然 ， 


ii》 对 性 一 eV 及 A, A;, 了 B11, By 七 to, 使 BA, 


Q(B) PE A) + E72, 
这 时 BB{)B, 二 41[}A;, 芋 


PAAIL A)TPH(AN A) EQ BU B,)+ Q(B NB:) 
QPFOC BB) LP A TO A,) a. 


iii) 订 岂 名 的 单调 性 得 出 . 


iVy》 对 任 一 em>D0 及 44 7 庆 1} An14, 取 1B,, #9 读 1) 己 w2j 合 请， 
As, HBH OUB)ZPCA)+ or, 记 Cn 一 五 Exz ， 则 C 


35 + 


一 4 人 wm 闵 引 是 递增 的 .我们 月 归纳 法 证 明 ， 





《4. 31 
对 2 一 1， 小 式 丰 成 立 的 . 着 上 起 对 于 成 立 , 则 轩 
docrCz 站 总 EL， 
Q(t dO (CC, Tn + OB el nn) 
EA BD tA) + ar PA) 





Dntl 


=—P*(A.. 1) 十 > 


m1 二 1 3 
于 是 {4.3) 对 -十 五 成 立 , 今 N 一 o9 并 注意 i 到 ACU C。 E sho, 故 有 
Cim C, 7 = lim WC, Js lim Px*(A, +e 


由 2 的 全 二 人 铂 太 到 四 单调 性 ,各 1 有 克 江 
5 命题 (和 尘 1) 沪 
:DEPOY, HPCD)TFPCD) =1}, (5,1) 
Ri oy, re DO 
ii) 若 记 = P| 狼 , 则 户 为 2 上 的 完备 概率 测度 日 Pix 二 PP. 
证 几 健 中 定 半 容易 看 有 旧 , 站 了 EE 信 , 则 避 人 车 中 EE, 
串 由 《4.2) 知 ， 
POD DIYTP DN DYES PID + PO,), (5.2) 
a a (3.3) 
将 (5,2), 《5.3) 相 点 * 可 加 的 态 DD ,DE ,I 
2 (DL Dy 可 的 D+ PRD DT PECD. DY) 
DOD + PD,) + PP*( Di)=2, 
攻击 Pr{D UD)+FPAD LUD, )=1, 
H.C5.2),45,.3) 帮 是 等 式 , 所 以 DUD,E€ 健 , 色 银 是 域 , 且 P* 在 乡 
于 态 强 可 加 的 ， 
车 { 妨 nn21 为 贸 中 的 汗 增 序列 , 刚 上 自命 同 4， 


PCU 万 ,) 一 lim P*(D,), 
如 二 1 及 下 


。 36 。 


PK 人 也 ) 包 PCD5) (m1), 
因此 ,由 P* 的 半 可 加 性 ， 
1< PD DO PD, DIYS lim PAD,) + lim PADY=1. 


故 上 式 中 等 屿 静 成 这 ， UD 和 乡 , 即 共 是 5 域 , 且 由 有 对 递增 序列 的 
连续 性 , 据 侣 期 1.7 可 知 ， P* 帮 人 坊 上 为 测度 . 
若 4Eez, 则 Ps) 一 已 4 旦 由己 在 .ogg 上 为 测度 , 政 
Pt 二 Ptf A YI =PCAY+ POCAY=1, 
BE 作 小 态 .名 是 呈 域 , 故 3B 了 D9) 有 H 
五 [sy 一 六 | 了 一 疡 . 
最 后 ,2 ACDE 区 ,月 五 (五 ?一 和， 则 
OP ASEP(D)=F(D)=0 
SPOTSEPAY) EL 
所 以 圭 式 中 每 另 成 了 ,4 浪 , 日 P(A) 二 PX( A) 二 0, 印 (02, 盆 , 五 ) 是 
完备 的 .* 
6 命题 ( 练 上 ) 对 每 个 CE%R, 必 有 EE,FECC,ECCCFH 
PlF—E)=0. 
证 按 玫 XEC) 的 定 文 (4.2, 必 存 在 全, #8 字 1} C bir 二 0(.f ), 使 
B.C, HH 
PCOB) SPCC) SLC)> Q(B ) —— =P(B,) 一 二， 
取 呈 一 站 BOC, HE ot), FOC, 1i 
BP(B, P(E) >P(C)>P(B) — +, 


令 R-xo0, 可 得 FPF(F) 二 P(C), 日 BOF 一 CY 一 0. 对 下 一 C 用 已 证 明 的 
结论 ,人 EoD, GOF-C, POE 0 =0, B=F\G, 
则 所 EDGfet) ECC, PEI=PP), tPF EI)=0., 
7 定理 

i) 若 卫 大 威 .上 的 概率 测度 ， 则 在 cfeg] 上 有 椎 -- 的 延 后 五 ， 


记 亦 为 概 宁 ， 

ii) 车 已 为 半 域 多 上 的 概率 测度 ， 则 在 oC) 上 必 有 唯一 的 延 拓 
,PF 环 为 慨 率 ; 

ii》 若 4 为 域 .of ( 半 域 多 ) 上 的 go 有 限 测度 ， 则 在 o(ez) (Ga( 儿 )) 
于 必 有 了 唯 -: 的 站 拓 . 
证 i) 的 存在 性 是 命题 5 的 直接 扒 沦 ， 为 证 唯一 性 , 设 卫 把 呈 在 
0(f) 上 的 另 一 延 拓 , 记 

C={4:AE OA), P(A)= P(A) 

出 委 包 仿 工 类 2 ,而 四 本 身 另 证 是 一 个 4 类 ,因而 四 二 otwy 站 , 即 表 示 
和 在 oly) 上 是 一 歌 的 . 

ij) 由 命题 1.6 及 i 即 可 推出 。 

iii》 只 需 证 衣 灶 域 的 情况 .由 有 在 9 上 9 有 限 ， 必 有 

(4 rz CC. 使 六 一 > 4, 及 A) eo, nl1. 
对 每 个 #, 记 rr 二 {BA,.5€.91, 则 9 是 4, .上 的 半 
域 ,， vy。 是 《4 多 由 于 的 概率 测度 , 由 刘 ， 在 (4 cf 多,)) wv。 有 叭 
一 延 拓 pr， 令 
FA= 习 24D)FC44)，4Eo(9) 
则 可 声 接 验证 羡 是 (如 ，c(Y)) 上 的 测度 , 旦 二 ly 一 上 延 括 的 叭 一 性 
本 可 六 似 地 证 明 .4 
8 定义 、Q 上 集 迷 多 CC 名 (中 ) 称 为 具有 有 限 交 性 质 , 苦 对 任 一 
{Gout 之 由己 多 ,由 人 | CGC. 二 多 , 则 必 有 整数 N 使 们 Cs==2， 
着 只 汶 折 扑 室 间 , 儿 取 为 紧 闭 子 集 全 体 , 则 它 必 有 有 限 交 性 质 . 
9 命题 若 人 上 集 类 多 具有 限 交 性 质 ,又 
Y=—{U C CE CG ,nl }, 

则 贸 , 亦 具有 限 交 性 质 . 
证 在 多, 中, 取 DD,=U CW, CR EY. 着 对 每 个 p>1, 由 Dex# 多 ， 


。 号 站 二 


02 
snl} 0, CR 0, med EN), 
及 夺 六 


1 六 二 U NC 


记 旺 下 [在 
因 和 太庙 [ 妇 ; 关 逆 可 推出 Ys 是 在 空 匆 ， 同 时 容易 看 出 天 是 递减 的 ， 
老 能 证 明 lim bo, HR {rm 》E lim 7,, 则 六 对 每 个 户 ， 0 CC: 二 他， 


利用 多 的 有 限 六 性 质 门 刀 , Ca 过 全 ， 作 ， 入 有 限 交 性 质 也 就 得 证 
为 证 站 J 是 非 空 的 |， 先 考虑 了 ,让 阅 1 中 操 到 的 第 一 个 茸 标 的 华 
合 {mL: mE J,, g 宕 1 ， 山村 它 基 和 ,的 子 集 , 是 有 限 集 ， 因 而 
至 少 有 -一个 m? 存在 无 限 个 g 及 mE J 使 HW? 二 mY ， 若 已 城 到 
{mf ,i 和 ， 它 有 无 限 个 g 太 mE J 使 mt 中 二 mt ,ih， 那 么 我 
们 考 感 jo, 户 之 R 十 1 中 局 攻 朋 R 十 1 个 坐标 的 集合 
{mE EE 二 ,mm 
那 公 由 ?IR 所 具 和 的 往 质 可 知 ， 含有 无 俯 个 9g, 使 有 tho) EE 
mm 二 mm 也 取 到 阿 一 标号 , 例如 mi ， 这 样 我 们 是 
纳 地 得 到 了 {mi? , 它 届 于 … 切 YY。, 记 汪 1， 因 和 而 Nv 3 {mm}, 了 站 Ys 是 
非 空 的 (这 --- 事 站 用 拓扑 学 中 的 TaxXOHORP 定理 证 明 开门 忆 nj 看 
作为 一 个 离散 拓扑 衬 间 的 生 积 守 图 .由 本 得 个 因子 是 紧 的 ， 故 了 也 是 
紧 的 ,yz 是 v 的 递 闫 非 空闲 子 集 ， 玻 目 v， 天 多 
10 命题 用 ozC2o(D) 为 上 的 域 或 半 域 ， CA 用 光 具 有 有 限 
交 性 质 ,P 为 .ww 上 的 证 限 、 韭 负 可 加 集 函 数 ， 
且 
PIA)}=sup {PICY :COCA,CE CG, C10.1) 
由 忆 在 上 为 0 可 加 的 . 
证 ” 先 证 wx 为 域 的 情况 .由 命题 1,7， 只 要 证 明 对 .of 中 的 递减 片 
3 。 





列 {4。 #1} ， 门 4 一 入, 必 有 lim P(4,) 一 0、 若 不 然 ， 不 妨 设 
co > PEA) 这 2 >0， 册 (10.1)， 对 每 个 nn 字 1 可取 品 全 客 ,CCd， 
POA 一 C0) ei2"'， 这 内 人 CC 站 4,, 县 

PN A) -PN CY =PD, 4 D0) 

<EPA4C) < De/2", <e/2 
下 P(N CY)>P(N 4,) ~e/22e/2. 
即 对 每 个 入, 由.C, 是 非 空 的 , 南 多 的 有 限 交 性 质 ，D 42 站 Cu。# 纪 ， 
与 站 4 一 到 机 了 矛盾 , 故 im P(A4,)==0, 忆 在 .wf 上 9 可 加 . 

车 .4 为 举 城 ,已 在 和 上 也 满足 (10. 1 由 合 题 1.1.14.4E8( 2 
必 可 表 为 4 二 六 Si, Si € 9 只 ($3 互 不 相交 ,对 每 个 ;出 (10.1)》 到 
CE YG, CS A P(S)— PLC) Ce/n. 这 时 BE CCD S.A, 

人 一 下 会 C 一 之 (人 (划一 下 (Cse 
另 -方面 , 忆 C，E 多 , ,由 命题 9, ,具有 限 交 性 质 .因而 以 多 , 代 (10.1) 


中 的 漠 时 , 户 企 (FP) 上 也 满 是 (10.1), 所 以 忆 在 (FY) 上 0 可 加 ， 
企 当 自然 也 5 可 人 .# 


二 、 分 布丁 数 与 其 生成 的 测度 


11 命题 省 (, .认为 测度 定 间 , 了 为 (号 ,多 7) 到 可 测 空 间 ( 瑟 ， 
者 的 可 济 蜡 上 照 , 则 出 

-B=A( (BBES, (11.1) 
规定 (EE,E 上 的 测度 .特别 , 当 8 为 概率 测度 时 ,vy 也 龙 概 率 测度 . 
证 ”只 要 注意 到 互 趟 相交 集会 的 原 浓 也 是 二 不 树 交 的 ,利用 命题 1. 4.2 
即 可 直接 验 证 ”为 调度 .* 
12 定 由 (11.1) 规 定 的 ， 称 为 了 在 ( 匡 , 史 上 的 导出 测度 . 特 其 |， 
当 ( 吕 , 罗 ,44) 为 概率 空间 时 ,vv 又 称 为 了 在 (五 , 史 ) 的 导出 分 布 或 分 市 ， 

” 48 f 


若 ( 品 ,多 , 呈 ) 为 概率 空间 ,天 为 有 限 实 随机 变量 ,出 
Flx)=P(X<x) 
称 为 拉 的 分 布 汤 数 ， 涛 闪 一 (二 四 为 m 维 有 限 随机 变量 , 叶 
下 Xe 一 
称 为 失 的 直 维 分 布 浮 数 . 
15 售 题 和 阁 (x) 为 月 限 实 和 随机 变 世 的 分 布 函 数 , 则 
i) F(x*) 是 不 减 的 ， 
ii) P(x) 是 厂 连 竺 故 ， (13.1) 
1 lim Fx)=0, im r(x)=1. 
证 i 若 x'<x'"'， 由 
Fx -Fx DD (x CAE") 0. 


ii im P(x) = lim P(X<x+,) 


= P(NIX El-~.x+#])) 
=P({XE -co,xl})=F(x). 
ii) lim F(x)= lim PAXE ] 一 co 一 后 ) 
PUNIXE -0,—n)})=0 
lim F(x)= lim PIXE]-o0,n]} =P(U {XE 0,nl}) 
=P(AEl™—o,+oo[)=1.+ 
14 命题 音 随 机 癌 量 (1 ) 相 (六 1,…, Ys) 有 相间 的 4 维 分 布 
匡 数 ,由 对 R 到 R 的 任 - Borcel 郴 数 8，9( 有) 和 gf 
Y,) 有 相同 的 分 让, 轩 对 -一切 R” 中 的 Borel 集 吾 ,有 
Pig(AXi, nr, XK) E Br=P{o(F,, ,VY,) € BY. 
证 首先 ,由 命 古 1.4.24， {这 1 太 和 glYi,…, 了 了,) 部 是 4 纺 项 
机 变 野 . 记 
GS=P:BE HG .PUN NE B=PUY E B),, 
Z={D:D= X | 一 避 ,w Xi 为 实数 }， 


由 命题 的 假定 多 一 特 ,而 看 是 一 个 于 业 , 环 可 直接 驻 证 区 是 一 个 不 类， 
阿 而 用 系 1. 2. 10, 入 防 0( 攻 ) 二 这 "这样 夺 和 ”ti 任 一 Borzi 集 4， 
由 914D7E 世 ”和 有 
PlglXi ,XE Ar—=PUR, AE CA) 
=—PiY ,mY Eg (4) 
=Prig(Y,,Y.,) € A}, 

于 | ee 和 gLY ，， …,Y,) 有 相同 分 布 .# 
注 了 从 工 述 合 题 容易 推 Hi, 和 随机 变量 的 分 布 出 它 的 分 布 画 数 唯一 确定 ， 
15 定理 若 F(x) 汶 民 . 上 右 连 续 不 碱 有 界 函 数 , 则 在 { 民 , 细 ) 上 必 存 
在 唯一 的 有 供 浏 度 上 ,使 

ula, pI)=FO)—F(0), ~ mabe+m f14 13 
证 了 

=ilo,6), ar, [ap [al: 一 ce 妆 GD 十 coy . 
涩 总 为 土 co 时 ,约定 土 co 总 直属 于 该 区 间 , 由 可 直接 验证 多 是 一 
个 半 城 ,日 区 8) 一 吸 ， 对 罗 中 的 集合 规定 凡 旭 下 : 
slla, bi)=F(b) -7 (a), Ho,b[)=F(b—)—F(a), 
u(ta, 0 =F) F(ao), 人 [aa 一 《有一 有 (一 
丹 约 定 下 二 co) 一 下 (人 二 co) 一) 了 (一 0) 一 FC 一 509) 十) 则 可 直接 
验证 中 在 多 上 是 有 限 的 ,及 为 有 限 可 加 的 ， 又 取 
EE={[a, Hl:— a bn), 

则 国 委 中 的 集 都 吓 RR 中 紧 案 , 站 具有 有 限 交 性 质 . 艾 利用 上 的 和 石和 连 钳 
性 ,容易 说 明 (10.1) 对 上 是 成 立 的 .例如 , A 二 =]a, 51, 当 5) 一 Fa) 
二 让) 之 oo 时 , 必 有 0a HD, 上 8 过 =o, 使 


F(a)EF(e—)<F()+ 


EE 


rib) > FP) 


这 时 [5, BB] € 淹 , [a&, PlCOla, 61 
uta, BD)=FOAI— Fa) 人 > 一 下 0) 一 人 


* 才 卫 


=u(]Ja, bl)—e, 
由 的 任意 性 ,10. 1 成立。 对 其 它 形式 的 4 也 可 疝 样 证 本 .因此 由 
命题 10, 下 在 区 上 汪洋 可 加 的 ,再 由 年 班 7 可知 册 在 { 有 用) 上 存在 
唯一 延 折 ( 另 记 为 由 旧 于 下 在 多 了 有限 ， 故 在 (有 R， 淄 } 上 也 必 有 有 有限 ,* 
注 ， 洛 将 RR 站 为 习 jn,4 十 1]， 屠 么 由 定理 15 可 证 明 对 民 上 的 厂 
连续 个 三 有 限 函 数 政 ， 避 在 ( 民 ， 池 ) 上 存在 叭 一 的 0 有 限 测 度 g& 满 
是 (14.1). 
16 定 关 在 六 为 上 R 上 有 限 厂 连 续 不 威 函 煞 ， 则 由 三 在 (R， 有 加) 上 
生成 的 og 有限 完备 制度 上 & 称 为 由 下 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 
简称 为 上 -9 测 度 ， 特 曙 污 天 (让 二 t+ (或 同 税 的 FQ) 二 =f 二 0c) ,由 此 产生 
的 完备 化 测度 称 为 Lebesgue 测度 . 
注 ”在 规 定 #8 元 转 数 下 [二 ,4) 为 不 减 的 是 措 对 任意 的 a; 心太 ,1 二 
i 凡 有 

Am =F bY PED, by bins ,bY) 
十 低下 (Co 
央 对 和 古 限 去 入 组 不 站 汐 数 了 岂可 以 唯一 地 在 (R", 帮 *") 上 产生 一 个 届 
有 限 完 备 测度, 使 
uC a. bX XxX ja b.1) = ft. 

这 个 测度 也 称 为 (R，, 场 上 的 Lebcsguc-Stieltjes 测度 .而 当 

FXEs r,s Xa) = XX 
时 ,外 应 的 完备 化 测度 识 称 为 #4 锥 的 Lebesgue 测度 . 
17 定理 太 了 (XO 流民 人 上 满足 (13,1) 的 函数 ， 则 必 存 在 概率 空 所 
《9 ,多 已) 其 共 上 驴 随 机 计量 天 ,使 

PltASxX)=F(x). 

证 取 纪 一 民 , 多 一 区, 六 为 由 二 在 (R,， 区 ) 上 生成 的 直 -3 测度 , 则 EH 

十 ce) 一 下 一 ee) 一 1， 
可 知 瑟 是 一 个 概率 渊 度 , 又 念 

(x)=x,xER, 
. 43 . 


区 它 是 一 个 随机 变量 , 且 
下) 一 五 人 :AS 一 下 【7 
注 下 理 中 房 奸 的 冉 康 空间 和 评分 别称 万 标准 概 闪 室 间 和 标准 随机 
变量 ,对 其 元 隔 数 , 类 似 的 定 埋 也 是 成 涝 的. 
由 于 这 - 定理， 对 概率 论 中 从 分 布 出 发 寺 论 的 问题 部 可 以 认为 是 
外 概率 笃 闻 绰 发 讨论 的 . 


8$3 积分 -期 户 


在 这 一 节 中 , 先 订 论 关 于 概 水 测度 的 积分 ,我 们 将 在 固定 的 概率 空 
间 (02, .多 ,也 ) 上 进行 过 论 ， 
1 定义 着 六 (中) 二 字 xe1at 品 ) 为 阶梯 了 .VY., 则 称 写 xsP(A.) 为 X 
的 期 望 或 义 关于 P 的 积分 , 记 为 
E(X), EX, |X(o) Pldo), |Xx dP 或 | 去. 
注 当 久 (ww) 二 全 x Lo) = yd ), 是 48 为 444} 的 甸 分 , 则 
容易 奎 出 
EX x PA) = oy PBs) (1.1) 
当 太 为 广 六 实 值 TV., 且 只 取 十 品 或 一 所 了 时, 若 约定 0 以 十 co)=0， 
由 仍 可 如 上 需 定 EX. 
2 命题 若 巡 表 ( 避 , 罗 ) 上 阶梯 工 ,Y. 全 体 , 则 
i) 期 性 E() 是 唯一 满足 E{() 一 已 (4 的 多 上 的 正 线性 证 函 ， 
iiy 车 全 7 半 和 好 ,天 (或 人 下 E 宛 ， 则 
EC(X.)+* (或 1 )E(X); 
ii 若 Et*) 为 丰 上 正 线 性 注 冰 , E(1)=1, 且 当 区 中 序列 祥 ,10 
上 时, 蕊 天 0, 证 赎 总) 一 EC 可 堪 定 ( 马 , 用) 上 的 概率 测度 
证 ”让 EE 的 正 线 性 可 直接 验证 ,人 唯一 性 白 E(1,)= 二 P(A) 及 线性 性 
推出 . 
ii) 先 设 省 , 10。 六 记 外 为 证, 的 上 确 界 , 则 


» 4 


CN Re. 
由 EC 的 匡 需 ,线性 号 推进 ， 
OE XRP(A, >e)+e. 
因为 高, 4 0, 政 丘 习 。 个 朝政 (Am 6 妇 ， 用 此 ,上 式 右 端 递减 趋 于 
;由 于 #5 为 什 音 看 数 , 襄 久 入 4 0. 对 一 般 的 单调 序列 , 当 R* co 时 ,有 
六 
E(Y,—X)I o>EX,1EX, 
A AXAEA ?AN XEEFE(—A) 1 ECX)= 
ee 
Hi 在 拉 验证 QC ) 是 要 不 并 度 ，# 
3 命题 41 ef, 表 非 ; he VV 全 体 ，{ 计 R 祷 让 (R14 都 十 
过 ,由 递 增 讨 列 ， 耳 . lim A a lim Y,, 由 
lim EX, ‘lim EY,, (3.1) 
特别 ,省 lim X, 一 Him 了 。 网 | 
lim EX, 一 im EY.,. 
证 赔 定 rr, 中 区 人 了 ES, IX, AY, 和 21} 递增 ,是 
lim (CAA, ) = Xn Ee,, 
由 命题 2 可 得 | 
lim El(Y,) > > lim E(Xn A TY,)=E(X.,). 
每 全 二 上 co， 即 得 (3 1), 售 题 后 一 部 分 利用 省 ,, 站, 地 位 对 称 性 即 得 .> 
4 命题 ( 续 上 ) 记 
,={X—lim tN, EE}. 
对 XE 1, 若 XX=lim 和 X。, XE 8 ，, 令 
| EX lim t¢EX,, {4.1) 
则 ji) 多 ;为 【 怠 , 史 ) 上 站 负 rr. 全体， 
ii) 由 (4.1) 秽 定 的 E{ 是 完全 确定 的 ; 
0s 巨 和光 委 co( 玫 和 多:); 
45 。 


i) A EG, ,C0, WeA EG, H El)=eEX, 
V) A A A WE, EH 
E CX 二 X=E XEX,=E (XVA)+E(X. N\A,); 
Yi) 在学; 中 若 六 | 扩 这 s, 则 EX, 寺 EE 久 ;; 
Yii) :人 91? 为 加 中 递增 序列 , 则 lim ;一半 EE 名 ;是 
E lim t=lim (EX,. 


证 i) 是 促 题 1, 4. 14 的 结论 . 
i) Yiy 是 命题 3 的 结论 ， 
iii) 是 了 朋 显 的 . 
iv) WW) 沙 训 1 不 证 ;这 1， 丰 这 。， 则 | 
cA cA C0, 各 十 有 本 二 1 十 下 ， 
VY 
而 对 fa, 15， 山 于 1.1), 
E(t+is)=E ls+Els=t(A+P(B)=P(AU B+P(AB) 
=E (vis)tE(ll, A 7s), 
得 利 用 E 在 上 的 线性 性 及 学, 上 下 () 拘 定 义 , 即 可 推出 jy) 和 了) 
Vii) 老 对 每 个 m, 当 站 ce ,了 ys 个 人 nn 人 加， 令 


2 一 SUP 了 mn， 
WZ EB {Zn nl} 为 遂 谱 的 ， 日 
Yi (4,2) 
政 
EY,,EZ,EEA, (meen). {4.3) 


类 所 于 -命题 2.3 的 证 明 , 对 {4.3), {4.3), 污 邻 noo0, 再 令 w 人 和 co, 说 
邮 竹 
lim 一] 个 Co 和 区 


且 
lim ¢EX,. =lim EZ, =E (im Z,)= E (imX.). + 


5 定义 广义 实 值 r.v. 万， 若 巨 (区 )<<co， E(X- )< 之 oo , 则 称 下 为 
4 。 


可 积 的 , 且 以 E 兴 一 E 一 E 上 ”表示 二 关于 了 的 积分 ,也 称 期 望 或 数 
学 期 型 , 记 为 |Xd 已 等， 
较为 一 般 地 ,车 焉 天 +,， EX" 中 宋 少 有 一 个 取 有 限 值 , 则 称 关 为 准 
可 积 的 ,用 EX=E (XX*) 一 E(X-) 表 示 天 关于 了 的 积分 或 期 望 ， 
月 界 fr.V. 或 阶梯 了 rf. Vw. 都 是 可 积 的 , 非 贰 r.Y. 是 淮 可 积 的 ， 
6 合 题 首 EL) 表示 概率 空间 (如 ,多 ,PP) 上 准 可 各 Fr v， 的 期 站， 
则 i) E 尝 EE ，E 革 ER 的 充 要 和 条件 是 习 1, 半 都 可 积 , 瑟 这 时 必 有 有 
P(X=+o0)=0; (6.1) 
ii) 若 访 池 0 (或 此 一 要 地 PX <0)=0)， 刚 正 藉 闵 0， 上 这 时 
E 和 一 0 的 充 要 条 件 是 PLX==0) 一 
iii》 对 每 个 cER, EO) eoEX, 多 大 计 十 Y 有 有 确定 含 区 , 且 有 二 -， 
YY 《或 二 可 稳 ， 出 
EC(X+Y)=EX+EY. (8. 2) 
特别 地 , 当 拓 ,了 中 至 少 而 一 个 为 可 积 时 ,(86.27 必 成 立 ; 
iy) 车 六 A 才 YY ,WE .XEY. 
证 和 用 期 里 的 定义 二 得 EX ER 的 充 要 条 件 ， 晶 因 
POX=+o) EP XP) CE (Tl, LEX*, 


由 此 念 mn 一 o0 ,可 得 当 超 和 100 时 , 必 有 (X= 十 呈 0) 二 0. 
ii) 由 期 望 的 定 尺 可 得 着 瘀 0 时 , 巨 筷 蓉 0. 又 因 当 大 3 时 ， 若 
EX=0, 


P(X )< :HE XI > 工 ) Se nEX=0, 


P(X>0)—P{ \ (X>t)}< SP > 二 )= 
故 对 非 负 下 ,由 EX==0, 可 推出 P(X=0)=1， 
ii) Ete 上 一 eE 二 由 期 亡 定 尽 印 可 推出 为 证 58.2》， 先 评 淹 
了， WY， 六 一 省, 一 文 1 有 确定 含义 ( 即 示 发生 (二 ee) 一 《十 ee 的 情况 )， 
到 全 2 沟 非 商 Fr Y,，, 且 至 少 有 一 一 个 可 积 ， 刚 


=。 





EX=EX,—EX,. 
由 于 大 :一 着 ,二 下 二 外 1 一 下 光 
上 * 十 直 熏 具 1 二 天、， 
EX, 二 EX-—EX+EX+. 
若 玉 于 <oo ，, 则 这 "过 久 ,EE 和 -<oeo ， 因 而 由 上 式 可 得 
EX.—EXI=E XA+*—EX ~—EX. 
间 样 可 对 上 从 :<ce 的 情况 证 明 (86,3) 是 成 并 的 。 由 于 
XY (i 二 站 
且 广 “十 7 可 科 , 攻 四 (6.3) 友 命题 4.Y) 知 ， 
ECX+I)=E(X HF)—E (CX 十 了 ) 
~EX+:+EY+*—EX-—EY-=EX+EY. 
iy)》 可 由 定义 直接 推 起 .* 


(68.3) 


注 在 上 述 命 题 的 证 明 中 我 们 多 次 用 到 下 列 事实 : 坷 省 为 非 叶 TV, ， 


则 
P(Xa)< E( XI ) < 一 EX (ea >>0)， 


上 述 咎 等 式 藉 称 方 Mapgoa 不 竺 式 ， 和 贡 用 的 还 和 有 有 与 它 相仿 的 形式 


P(XI>ME EIXI (o>0, p>0), 
- 1 
POX Fay EIf(IXD}, 
其 中 了 为 [o, ce] 上 此 负 不 减 省 数 ， 
7 命题 YLevi 引 理 】 
i) 若 久 ,+4 芒 ， 凡 对 茜 个 no, 6 可 积 , 则 im 1EX, = 二 EX. 





ii 着 所 有 ,于 对 塘 个 下, 有 机 可 和 0 lim 4 EX 一 E 区， 


证 i) 取 了 .一 十 和 wo， 则 1, 这 Ro} 下 负 递 增 , 且 
lim Y 一 二 十 下 
由 由 他 题 4 wi】， 
limEY,—E(X+X.) ~EX+EX%,, 


= 二 吕 


《6. 和) 


1 .是 上 时 国 | 


lim E ,=limEY,—EX;,—EX. 
ii) 党 i -好 上 了 ;一 一 六 ,十 广 击 ， N22N, 即 可 ,# 
8 命题 (Fatou 引 理 ) 将 {X,, 1 访 1} 为 PV. 序列 ,了 ,2 为 可 各 


TU 





ECiim X,Y SlimEX, 《8.1) 
i) 若 计 ,和 Y,n 守 nn,, ll 
E 【Titn 所 2 lim EX, (3. 2) 


证 和 订 取 玉环 出 全 裕 和 为 递增 序列 ,二 加 阅 和 
夏季 沁 


Yn Levwi 9[ 埋 
Etlim A,}=E (lim FY,)=—=lim EY, < lm EX, 


让 ) 栾 训 内 问 样 疡 法 让 明 .# 
9 命题 (Lebesguae 控制 收 数 生理 ) 省 1; 有 人 E1} 询 了 ,VY， 序列 
XY 可 积 , 入 lim 六 ,二 XX 疮 想 , 则 
Him EX,=EX (9.1) 
证 注意 {XO 8 主 1} 济 风 Fatoz 51 埋 条 沂 ( 取 2Z = 二 一 了 , 故 由 Faton 
引 


ECX,)=E (lim X,) 和 HimEXns 
<lim EX ElimX,) = ECX.) 
由 于 | 六 XS 了 ,XX 可 各 ,因此 lim EE 入, 存 作 且 


{9.1) 为 芒 ,# 
10 定 兴 设 太 江上 VAC 阁 芝 淮 可 积 , 则 记 


| XdpP=ECXI). 
9(4)=| XdP 铁 作为 4EF 的 沽 数 时 称 为 卫 的 不 完 积 分 . 
11 命题 设 X 准 可 积 ,pg(4)=| dP, 旭 
i) 9 是 .多 上 的 o 可 加 集 函 数 ,特别 当 交 >>0 时 ,mw 是 开 上 的 测度 


ii 浒 号 (4 一 0 ef 一 0 
证 1) iap'(4)=| Xrap. wet)=| 二 “过 五， 开 | 凡 学 和 鹤 可 积 ， opt, . 


诗人 一 个 是 有 有 有限 的 , 汪 而 或 们 只 对 ?加 纺 证 有 昌 ， 若 {4,9 字 1} 
汶 开 不 相 受 的 可 浏 从 序 加 [, 亿 
天 一 BA, 


则 基因 0 站 共和 号 ， 版 Levi 引 理 
T 


Y md)= lim 六 | XrdP=limlX,dP 
?=. | n= ， ; hos 


= [X134dP=p"(S 4:), 


中 可 加 的 , 政 g 是 gg 可 加 的 ,p(tC) 二 0 
是 时 然后: 的 证 束 站 的, 攻 读 时 兢 迁 是 测度 ， 
ii 1 所 P(AD)=—)., 人 a) 放 梯 ， rv., 一 之 Ns fai, 虽 


r 
} XdP= | ddP=Bx P(A44)=0. 
本 二 下 
项 发 为 非 负 r Y., 则 有 阶 涪 了 7.Y, 到 六。 萤 ， 由 | nd 一 0， 
改 | XdP=0, iE rR rv., HI 
过 


{ Xdp—| 4 eee 


12 二 入 我 们 只 是 对 0.. 实 ) 了 fr,Y, 讨论 了 它 关 于 概率 测度 已 的 积 
分 ， 车 (和 .加工 有 限 齐 放电 ， 刀 守 合同 局 订 论 入 关于 攻 的 积分 . 


囊 江 上 二 1 一 3 y 马上 感 Hp - -个 概率 测度 ， A 关于 的 此 积分 可 规定 


Jee )| Xap,. 
上 伍 玉 济 计 ， 则 通过 阶梯 逊 数 规定 积分 的 做 法 也 
仿 然 让 用 ， 我 们 可 和 读 对 -于 六 六 梯 可 测 沁 数 个 二 之 xia 规定 其 积分 为 





|xdP= 习 x H(A ), 


这 时 | 六 du 未 必 是 有 限 的 ， 对 非 贷 可 浏 函 数 和 一 般 可 测评 数 ， 亦 可 用 

业 似 的 方法 来 规定 可 积 性 与 积分 ， 这 时 工 面 提 到 的 积分 性 质 和 收 伍 定 

理 也 仍然 成 立 . 

15 命题 ”至 (8, 多 ,0 为 测度 宝 间 ，7 污 (0, 了 到 可 测 空 间 (EB ,4) 

1 条 可 测 及 人， 说 症 ({ 二 ,在 ) 上 导出 测度 ,六 是 (EB, 站 上 的 叫 

济 冰 数 , 唱 下 式 两 端 任 - - 端 上 用 在 必 可 推广 于 一 端 世 三 入 ,时 
/Var (a) =| frY (Corde) C13.1) 


证 ”里 完 由 复合 庙 照 贡 滑 刁 ( 合 巅 1,4, 8) 可 知 (Y(@) 为 (12, 汶 》 
上 上 证 湖 奴 数 , 当 半 =74, .GE 有 ， 
| a) Ydx)=Y (A}=u(Y (A)) 
=| LY C0)) ud) 
因而 (13. 1) 对 台中 集合 示 作 六 数 是 对 的 ， 进 而 对 非 负 防 梯 函 数 也 是 
对 的 ， 只 只 要 《13. 1 市 一 湛 为 可 积 另 - - 端 也 必 可 租 ， 利 用 单调 收 笋 
序列 的 极限 了 过渡 , 可知 对 -- 切 韭 负 不 可 测 隔 数 (13. ]) 是 灶 的 ，2 革 … 
般 的 全 可 泣 函 数 ff， 由 地 (413, 414) 对 fr, 广 是 成 立 的 ， 战 内 要 (13.1) 
一 端 对 了 有 意 艾 ， 另 一 中 违 误 有 意 居 ,及 两 者 相等 .# 
14# 由 候 理 22.415 可知, 储 ,， 忆 ) 上 的 #8 从 rr. Y. 有 其 分 右 国 数 
人 作 (RR 上午 -个 Lebesgue-Stieltjes 测 应 ,站 
环 是 六 起 (RR ,天 下 时 分 得 ， 信 后 (RY， 矿 上 这 .一 测度 恋 与 分 而 
函数 用 同一 符 宫 ，Rr 上 Borel 函数 了 关于 它 拘 积分 记 为 
Jfar 长 | Car(s) 


每 ,也 称 为 了 关 下 下 的 Lebesgue-Stielties 积分 ,简称 L-S 积分 ， 
15 人 芥 题 若 了 SS 订 在 修了 区间 fo, 上 的 连 簿 症 数 ,五 为 ep] 
的 有 限 L~3S 测度 , 则 


‘51.， 


rh i Tr 


| ,CAFC) 本 in 0 > ASDLP CxO— PUY)) ? (1 5, 1 并 


其 中 四 一 2 二， E， 全 {i 1, os | ,lr < 外 此 时 L-S 积 
分 二 Riemann-Stieltjes 本 他 是 一 歼 的 ， 


证 若 记 x) 二 呈 fE) Da al), 则 | (x)1< < sup [A(x)l, 


站 刁 [ 环 + 也] 


由 了 的 还 竺 性 im ， fx 六 3XT， 政 由 Lepesgue 榨 制 收 仇 定理 


一 上 


人] 
C0aF(x)= Tim | f(x)d F(x) 


= tim BY EF (x) -F(x4)), 


marATi+t < 
HCI5.1) 成 V ,» 
16 定理 和 二 大 (8 多, PP) 上 nn 维 r,Y., 玉 为 玉 的 # 元 分 布 讶 
数 ， 又 gt%i 呈 A 出 元 Bore] 油 数 ,Pen 表示 红 下 ?的 分 布 国 数 ， 
刚 当 ECX) # 在 在: 肝 
E 9(X)=—|g( X(N) Pl do) | ydFaw (y) 


[| 


={ ge x dF (xr ,sa), (16.1) 
证 由 于 一 PX 天 一 Po 所 以 取 可 测 爱 轨 汪 及 
9 站) 分 国民 A 入 (13. 1) 中 的 得 (116.17 
注 这 小 定 班 证 则 了 用 


yaPax(y) 或 [g(x)d Pr(n) 
计算 随机 变 放 证 歼 g( 汪 ) 的 期 时， 所 得 的 秆 是 相等 的 ， 


34 随机 变量 厅 列 的 收 仇 性 与 一 致 可 积 性 
这 一 匠 我 们 将 讨论 完备 概率 室 间 (0, 多 , P) 上 的 随机 变量 序列 


4 后 出 = 


及 其 关于 概率 测度 的 积分 ， 其 中 许多 结果 都 同样 适用 于 一 般 测 度 空间 
,多 ,1 上 的 可 测 函 数 疙 其 积分 . 


一 、 随 机 变量 的 等 价 类 


1 定 炙 设 Dlew) 表示 与 on 有 关 的 一 个 论断 ， 若 4={@2: DD(@) 不 
真 } 为 讨 略 储 , 即 号 (4) 一 0,. 则 称 态 (oo) a.8. 成 主 惑 几乎 沁 热 成 立 或 
了 0) 为 真 a.8.; 洛 妈 为 可 略 集 ,加 六 4) 二 0, 网 称 下 为 真 a.e. 下 ， 

特别 地 , 对 了 及 机 变量 六 ,了 ,让 {XX 三 了 了) 一 0， 则 记 和 二 了 .8.，. 

2 和 若 对 随机 变量 引进 蕊 与 

不 ~ 了 当日 仅 当 大 一 了 as, ， 

由 于 羽 一 大 aa.S.， 和 二 一 9. 5. 村 排 由 了 了 一 坟 a 9,;: [中 作 一 Y a. 8. 有 | 
了 一 Za gs 推 增 拉 一 2 a s.， 所以“ 一” 是 项 机密 居间 的 个 等 价 实 
系 ， 因 而 我 们 可 以 光碟 荫 机 变 基 的 等 价 类 ， 与 区 等 价 的 元 索 类 记 为 

其 一 
并 任 取 类 内 元 素 作 六 其 代 夫 。 末 辕 丁 规定 等 价 类 出前 运 训 
c= Xi 
FY ,YY}, 
KY AN YN ,YY}, 
HVS={X "VY: X'~E, VY'~Y}, 
FAY={INXIAY': XY ,YY}. 
容易 看 出 等 价 类 间 的 运算 与 共 展 表 尖 率 间 和 的 相 邮 运算 是 一 臻 的。 癌 时 

上 述 运 算 还 可 推广 到 可 齐 多 个 堆 价 类 之 冰 ， 

此 外 ， 同 一 等 价 类 内 的 随机 变量 有 相 同 和 分 布 ， 对 随 折 变 量 的 期 
识 运 算 也 是 不 计 同 类 元 率 的 莽 恒 的 ,在 人 一 六 和, 则 次 省 同时 可 积 惑 计 ; 
车 可 积 加 EA 一 EX". 

在 研究 报 率 论 中 涉 上 大概 率 的 许多 问题 时 ， 往 入 针对 某 个 片 体 的 随 
折 变量 ， 但 所 得 结论 却 对 与 之 等 价 的 : :区 戎 村 变 碟 都 成立 ， 下 而 我 人 
讨论 的 许多 问题 就 痢 是 邵 此 。 对 只 竺 及 章 列 个 站 V, 的 运 舞 , 守 价 类 或 


i BR a 


其 代表 间 的 运算 都 太一 至 的 。 瞧 虑 等 价 类 或 其 代表 并 无 多 大 差 济 ， 但 
当 潍 及 到 不 可 列 个 了 .VY. 的 运算 时 ,必须 十 分 小 心 ， 
3 命题 设 {天 ,iE 为 -有 庶 r.V.， 其 必 有 了 唯一 (不 计 a. 3. 相等 的 
邯 列 Jr YY 了 可 二 ee) 沽 中 
ji 对 得 个 ET XA 过.8.; 
ii》 游 Y' 也 满足 对 行 个 ET 了 ,让 ,之 站 ' a. 8.， 则 
V syY'a,s,. 
证 若 1 为 种 列 代 , 取 Y= sup XX 则 可 ， 


一 和服 拒 , 记 了 F(x) 一 arectg x ,四 f 古 严 格 单调 往 尝 有 界 卫 数 , 今 
o= sup E{f{ sup X,)}, {3,1) 
TT EE 
挫 上 确 疆 十 闪 , 爸 有 可 如 集 二 ,三 了 个 
Et: f(sun > 一 二， 
YE 
记 fo= Uf, ko ,TR 
osE{ftsup NA) em |., 
Ts 天 
站 .了 
则 存在 A NO, PA YD, 
EFC aup 全 ElAA vr EfCY); 


局 他 一 ECSUph 失 全 六 SHE 为 了 YY 月 让 这 成 并 ,在 
- 


下 二 与 人 .1 入 后, 履 说 成， 旺 外 ,着 六 迄 注 是 
人 
则 闻 一 SP :ss 人 .8 长 庆 域 这， 唯一 件 是 廊 的 直接 结论 .#4 


了 


4 定 兴 代 ( 人 i 为 随机 变革 次, 帆 合 题 3 规 定 的 了 称 罗 1X2E7) 
的 本 性 上 确 妖 ，-! 为 esssup tz i esup 全。 间 essinl :二 
-eSSSUD { 一 全 ， 下 :各 i 的 太 性 下 确 界 。 
5 注 从 汪 3 这 上 胃 从 生 价 匡 关 避 , 任 一 区 机 变量 族 训 让 (下 ) 确 野 , 也 
中 臣 随机 变 最 族 信 为 虱 是 完备 的 CG 有 有 上 CD) 异 必 有 上 (站) 确 守 ), 从 命题 3 
:54 ， 


的 证 酌 达 可 看 出 ,者 随机 变量 族 {4Et 本身 是 一 个 将 , 当 让 人 了 时 ， 
V1， 划 必 存在 一 询 {XaoinE2， 使 {Li 递增 地 
收 合 于 esssuP 人 沙 {EE 1 对 可 列 个 rT,Y¥， 上 确 界 运算 是 封闭 
的 , 则 esssuP 你 ; 必 属于 {Xi,iEL). 

个 题 3 的 集合 形式 为 对 任 一 可 测 集 族 14;,1E 旭 , 必 存 在 唯一 {不 计 
可 略 介 的 差别 ) 4E .多 ,使 对 每 个 4C4( 指 4 4 为 可 轿 侍 ) , 且 涛 
如 E .多 亦 有 对 每 个 4SB, 则 4C 玫 如 

例 设 昌 =[0,1], 多 = 委 [o.1; 为 [0,1] 上 Borel 点 集 爹 体 , 请 取 
为 [0,1] 上 的 Lebesgue 渊 度 ,对 rE10.1], 令 

Xo)={ 

nl sup ， 才 (oD) 过 1 ,但 esssup Xm)=0. 


6 定 关 ”随机 变量 序列 (XX,(@) ,nn 这 1}, 知 
lim Sup 趟 ， 一 [itmm in 人， 


则 称 《 反 sz 六 14 为 以 概率 1 收 仇 或 .8s. 收 伍 ， 示 计 等 价 燃 肉 的 差别 确 
一 确定 的 极限 lm sup 六 ; 也 记 为 lim 二 


7 命题 1) fr.vV. 序列 {1 nz1} 34.8 收效 于 有 限 忆 天 的 充 
要 条 件 是 对 每 个 e>0 


P(N, VU, {IX,—X|>e))=0; (7.31) 


iT VY- 序列 {人 ,#1) a,8,， 收 仑 于 有 限 r. Y. 的 充 要 条 件 是 
它 为 a. 5. 收效 意义 下 的 Cauchy 序列 , 即 当 1 ,n>o0 ,1 一 六 m1， 
#1} a. 8。 收 合子 零 ,或 等 价 地 ,对 每 个 a>0， 


PC 人， UU {IX,~X,|>e))=0; (7.2) 
li); 车 正 数 列 (es 使 和。， <co TY. 字 列 1 二 0 满足 
PX >) <%, 


= 55 * 


则 {n>1} a. 8, 收 伍 于 有 限 fv. ， 
证 了 A | X,Y)|>e}. 
-3 将 Efom:lim 了,《@) 二 半 (w) 有 限 }， 则 对 任 一 z 渤 0， 存在 
(ee ,E>N(e, vo | 0) 一 革 (@o) 二, 即 cor 蕊 Him Aste), 一 
所 以 
(lim 卸 。 一 如 太 限 (im 人 we) 六， = 
由 此 《7.1) 小 立 。 
和 在 (7. 1 对 全- En0 成 过 , 刚 。 
A (mh) 人 


因而 对 on 作品 《1 4)) 攻 任 一 6m>0, 取 二 <<eo, 由 


ee( 丁 4D= 加 (CD 
监 仔 作 Cn ,On 性 -1 Ni {ee. ， cp) ,co (4.(7)) ; 有 
站 一 二 (Go < 委 2n。 
出 于 六 可 为 任 一 正 数 , 放 lim 乓 (oo) 一 站 (oo ， 册 (7.3) 收 {XX,} a 5 


性 训 上 入， 
ji 由 守 斤 放 拱 分 装 Cauchy 准则 ,对 河 定 的 on， 
lim 和 fo 存在 有 限 <> lim (Xow 一 mw00)) 二 0, 


8 Cauchy 基本 列 与 (7.2) 等 价 可 与 ) 类 伺 地 
I) 这 A 二 4 一 人 5 [257 ,加 
PLUS 省 一 上 | 
上 让 rh 
i li Sun .二 )= lim A U A, |=0, 名 lim sup 4， 如 上 略 和 集 ， 藻 
oema4) = 站 4, 必 丰 在 No(o), 使 oE 站 性 , 即 当 pzNa(o) 
时 寺 ] ， 


* 56 » ~ 


| 加 一生 0 
lim Xt ew) 必 存 在 有 限 ， 点 《让 n2>17 有. 5， 二 有 了 Ve 


8 定 兴 随机 变量 序列 { 必 1 人， 沌 在 在 有 限 r, VY. 这 使 对 短 
一 £2>0 ,都 有 
lim P(X,.— XI>e) =0, 


出 称 《中 ，m2 蒂 1 以 殷 座 收 考 于 三 , 记 为 三 , 罗 丰 成 prlim 和 一 区 


To 


容易 说 明 , 依 概率 眉 训 极 限 不 计 可 上 暗 集 上 的 差别 是 唯一 确定 的 ,六 
pr-lim X= 二 半 ,pr-lim 充 ,= 二， 出 对 任 一 0 有 


POUX—Y PSP(X-X, I>)+P(IX,.—Y 2 )， 


故人 在 上 式 右 靖 邻 Nxo0， 术 P(X 一 了 i 之 e) 一 0; 及 由 于 # 可 有 取 任 一 
数 ， 坟 了 二 了) 二 1. 
9 引 理 大 ft.Y. 天 和 sR1) 为 依 概率 收 便 下 的 Cauechy 朱林 
列 ， 即 对 性 一 中， 

lim RCI 一定 >s) 一 0 


PE de 


财 必 有 .5， 政策 于 有 限 FY 的 于 序列 (7 坟 ,上 这 1}, 

证 联 坟 二 4, 而 BR 3 守 1t; 办 |， 
PPIXA,— A >2 7 3, 

这 时 加 P(|X 一半 1>27 站 << 辐 3~1C<oo， 由 例题 TXmi ,这 1 


8. 8 下 伏 于 有 弛 工 .¥.,# 
10 命题 设 (Xn 守 1; 沪 f,.V. 序列 ， 则 
1) 潍 lim 站. 一 访 3.58., 且 芒 为 有 有 限 f.Y¥，， 训 | pr-lim 和 . 
ii) Pr-lim 中 ,一 二 的 充 要 条 件 是 1 区 为 依 楼 送 收 部 下 网 
Cauchy 基本 殉 . 
证 刘 洲 HmX 一 和 as, 则 由 (7.1) 对 每 一 e>0 
lim nt( 则 1 全 一 有 | > 一 0 


因 侧 对 每 一 2>0， 有 lim (|X. 一 六 | 之 ey) 二 0， 即 pr-lim 和, 二 人 
ii) 过 由 于 下 式 , 证 明 是 直接 的 ， 
PU Xs Xnl>e) P(X XI>) P(X XI>S) 
所 由 引 理 9， 必 春子 序列 { 丰 。 ,8 之 1} a. Ss. 收 全 于 有 限 姬 V. 臣 ， 
丰 PT-- lim 4 .= 人 A, 这 上 时 出 
P(X I> EP IN ,Xe/2)+ PAX ef/2). 
今生 ce， 再 令 >cce， 即 得 pr-lim 六 ,一 个, 
11 注 对 (0 ,FF,P) 上 有 限 r.Y. 针 ,VY， 引 进 


[XY| 
p(X, YY= E{ Tr) 1 


则 对 FT.Y- 等 价 类 求 说 ，P 是 一 个 距离 (见习 题 ), 且 按 此 距离 收效 即 等 
从 于 依 和 概率 收 父 ， 僻 题 10 形 诺 这 一 距离 空间 还 是 完备 的 ， 


二 、 一 致 可 积 性 与 平 列 收 伍 
12 定 突 【只 ,多 , 忆 ) 上 可 积 r.v- 族 (ET 称 为 一 臻 可 积 的 , 若 
lim sup (XldP==0. 


NW iI 
[Eit ym 


首先 指出 ， 洪 了 为 可 积 r.Y,, 则 
lim | IYIldP=0,. (12.1) 


- 量 中 


| 至 | 六 到 
汐 证 上 式 ， 只 需 取 上 一 上 则 当 ”co 时 ， 各 -Inn 
a. 5. ( 因 了 可 积 )， 久 |X,| 雪 J， 故 由 Lebesgue 控制 收效 定 理 


《12. 1) 成 六， 
15 合用 (0. ,PP) 上 可 积 LV. 族 .着 一 人 人 ET， 
1) 若 了 为 有 浪 集 ， 则 , 痛 一 用 可 积 ， : 
计 ) 阁 对 每 个 iE€1, |X| 寺 了 ,YF 可 积 ， 则 竣 一 玛 可 积 ; 
iii) 若 夺 在 p> 1 ;SUPE|X,1?<o0, 则 36 一 致 可 积 ， 
证 下 《12.1) 动 ， 计 是 显然 的 .为 证 ) 利 用 
* 5 


{ des | IXlrdPe yrrsupElXl?.e 


‘Xi [Xi > N 
14 命题 〔( 员 ,多 站) 上 上 可 积 工 该 背 一 {XiE 下 为 一 致 可 积 族 的 
充 塘 条 件 是 


i) 一 至 绝对 连续 ;对 任 -- Ee 这 0, 存 信 p(s) 字 0, 当 CLA) 之 nbe) 时 
sup| [Xd Pe, 


ii) 积分 一 至 有 和 界 ，. supElX, | <ee 


证 ?| [Xdn Ix, ldpP+ jx dP NP(A)t sup | laD. 


| A I 
先 令 PLA)->0 责令 入 一 oo 得 1 ， 凡 A= 旬 笠 ii). 


= PUXH>N)S supE |X ,I>0, 到 -co 


_ i r 
POA| NY)< nt) Pi sup | IXidP<e,s 
15 定义 计 (02 ,9 导语 如 HV. 序 欧 XW221}， 澡 不 在 可 积 工 
Vv. 革 使 [mE|X, 一 六 | 一 0， 辐 称 {Xs (一 险 ) 平 均 收 雍 碟 芽 ! 站 和 雍 本 
所， TU | 7 字 太 
16 命题 车 可 和 Tv. 开 训 {人 on 训 1} ,下列 条 件 等 价 
i) YN, 
11) 4 A a 挟 直 、?， Lirnr E | < 一 上 | 一 0 
和 的， 
证 让 -> EIA XRElA.—A[I+ElX—X 0 m,nn00). 
DD) 30) 1 eo0, 存 在 eey, mnieyli ,ElX,—AX, | 
< 这 | ， 
supElAX, i 所 SUPEI | 十 sup EX, 一 下 sw， 撑 SUP EIX,l ee, 


LY 二 
.5 。 


a i ee, A . 。 的 1 EE. hn “= 





sup |ix, dpsup| XldP+ supEX,— Xutel< sup |IXsd Pt+e. 
全 re rst TE) 天 
地 < 二 


对 已 完 [ 打 Nia; 各 联 了 GCA) 足 足 小， 使 上 式 右 靖 小 于 2e, 枚 由 命题 14， 
{这 于 洒 一 各 可 我 的 。 员 一 疗 面 


Pt [CX |>e)<— E|A, 一 让 |=0, LE SE 


即 {下 ,Rt 字 1) 汐 依 几率 收 敏 的 基本 绚 , 故 存 在 有 限 r.v. 使 了 ,一 了 . 
iiiy=>” 刘 3 此 9 必 有 子 序列 六 n, 一 证 as ， 按 上 atou 引 理 
Eee= |lim (XldP lim| IX ldPesupE |X,| <oo 

瑟 访 为 可 和 的 二 

XXlape | IX-Xldp+ | IXlap+ | IX.ldP 


i 夺 . .一 | | 一 | 


之 g 十 本 [xldp+ | |X, ladP. 
| | 亚 开 一 本: 3B 
出 命题 1 二 人 一 可 钴 对 和 这 练 ， 丙 要 P(X 一 |] 这) 足够 小 ， 斌 能 
人 柄 上 不 让 聘 项 分 别 小 ， 站 在 上 式 中 令 h 一 oo ,再 令 < 一 0, 即 可 得 证 .# 


三 、L? 空 间 


1 了 引 理 {jenscn 不 等 坑 了 2 四 0 W223 ， U0} 上 二 元 
函数 ， 并 和 有 一 附和 连 竺 俩 导数 ， 避 





of .3f 
fa v= — Ou dudv 
of 07 
Oud du 
为 韭 负 定 拓 隆 ， 同 对 行人 柯 非 般 可 积 .YY. ,FF， 成 立 
E{ftU ,rt DISfEU,EV). (17, 1) 


证 ”利用 和 形 尼 组 数 的 本 ay1lor 公式 ,将 wd) 在 (wt)={EU,E7) 
中 60 面 


女 开 ,可 得 
fH,v)= fHo, Vo) SL la, vo) (一 加 十 (au wo) (vO— ve) 


— 广 (uo) ACtot Ou to), vot Ov —00))( 小 
= U—io 

由 于 总 为 韭 负 定 陡 ,; 可 有 有 对 任何 可 积 rf. YU ,站 ， 有 

FU ETEU, EV)+S (m0) (UEU)+ SS (uv)(V -EV). 
对 上 臣 取 期 记 即 得 【17. 1)7。# 


18 又 成 goalu,v) 二 no “Dd 下 Yo, 2) 一 (85 十 om， 
lpeo， EDF 为 本科 Tf.¥.， 则 








EL VeatEU,E), (18.1) 
EfygotU, VI (EV,EV)., (18.2) 
证 ”用 直接 计算 可 得 
Opa Oa 1 
站 Andyu 
i 人 = ” (二 ， 一 )， 
go oa 1 5 
Audo Ou’ zy 
Ov Ops | 
Ow dndv _ ! 1 1! 1 oo 
一 1 1 
Ope Ogre 一 (us ur)? “up vr 1 (= )。 
Onudy dv’ tt 


所 以 es 部 满足 引 理 17 对 了 的 要 求 ， 因 而 由 (17.1) 可 得 (18. 1)， 
{18.2) 这。 
19 定 党 对 于 了 .VY., , 记 
| 总 上 一 (E 1 着 |， 
IAl.= sup x:P(IX|>x}>0}, 
20 命题 让 对 i<p<g<oo,00IXL|lXl;, 1Xl, 
上 二 co: 
jy 芳和 妥 Dr 二 co 且 六 1 一 记 - 十 3 则 
» Bl » 


XY NY hs. {20.1) 
特 由 地 ,对 1 民 pg 和 oo,p 十 人 一 1 村 Holder 不 等 式 


E XY :llY ls; (20,2) 
i 法力 各 902 及 全 数 c, 有 
IcXh,=1cllX i (20.3) 
Mink OwSski 可 :年 去 
{XY (20.4) 
证 先 证 让), 记 沿 攻 碟 ,YY 为 有 限 的 和 情况， 洛 9=c， 则 
[XYF | 所 |X | le ,， (20.0) 可 和 此 推 贞 ， 访 天 ce 多 可 类 侯 处 理 。 


南 凡 着 碟 pp,g 入 训 在 C8 说 中 ， 令 4&=r/p, U=|XX1? 
yy LI—a=rig,il. 


ElX}e sly i ss(E|X[?)s (ElY ls, 
总 成 这 
[XY = (EIXY | Yr Na. 
隧 7= 一 1 和 Hoider 未 这 式 (20.2)， 汪 在 (290.1) 中 到 Y=1 即 得 1). 
ii 《20.39 六 家 接 的 ， 计 (20.4), 当 p==oo 时， 它 可 由 
PUTY I>xT EDN |>x)+ P(NY |>y) 
推 帅 ;而 志 <ce 时 ， 寺 于 种. 2 说 世 一 | 有 下 一 : 站 冯 可 。 # 
21 定 尽 对 随机 变量 等 价 炎 必定 
Lr ,为 ,Yo}, 
简 和 元 2 空间 ， 对 艺人 了 作 开 索 列 1 此 vy 车 
Jim IX,—Y Hh,=0, 
出 称 { 蔗 。》 户 次 (bp 阶 ) 平均 政 纹 于 了 ， 记 为 汗 ,于 了 .由 于 p< 之 oo 时 
Ae rE A,— |?, 
所 内 ,YY， 必 和 XX 部 的 极限 是 只 -一 的 【 按 等 价 奖 
22 命题 1 * |; 他 芝 2? 中江 数 ， 世 ”是 线性 赋 范 空间 ， 
证 这 是 向 题 20 的 可 接 结 论 ， 
人 


23 命题 对 1 过 四 二 c 工人 ”市 睛 宫 证 14 下列 两 修订 件 等 价 
i) X ,SX 
ii) {Xo 是? 中 法 本 到 |， EN lim A=0. 
当 1<<p<<ee 由， 上 上述 条 件 又 与 下 列 条 件 等 价 
ii {| 和 日 XX. 
证 一 得 ， 
虚 记 二 00 ,10 和 1 天 为 芝 ” 基本 列 相当 丁 除去 可 赂 集 外 ， 拉 
一 致 收 误 的 意 交 下 1 年 直 为 基本 的 ， 过 《1 二 。 为 一 豆 有 有 异 的 ， 关 而 齐 
在 XEL™,H NX 一 XX|.—=0. 
妈 <oo: iiy=>iii) 村 任 一 :站 0， 
PY XX > iE [XX ?0 Cm no0). 
故 { 针 。,n 写 1) 按 依 急 芋 : 沁 化 为 基 术 的 ， 必 有 有 也 rf.V, 了 ,使 半 , 王 六 
曙 一 方面 ， 攻 取消 纪 汪 RN 一 于 ;< 之 ge， 册 
Sup | | ，< SUp | 广 -] ;十 sup a Awl , 


收 supE|. ,oo, REI ya bbl? 2 i az 十 |5iz) ,有 


sap [IX, | 和 22 1( sup | 六 ,| ?十 一 wv, lrdP) 
对 


ey Min) 
先 令 六 (A)=0， 几 令 oe 一 0， 可 每 中 1。 ?dP, nN 全 1) 是 一 臻 绝对 和 连 纤 


贞 ， 栈 由 合 题 ]4， 站 有 区: 已 一 筱 可 各 的 

11i)=> i 由 引 型 8, 必 有 子 序 州 {人 ops 全 1) 合计 i 一 人 a S， 山 
Fatou |i 

ElX 1+=E lim | lim ElX | ?ee supE[X ,ls<eo, 
即 太 EL? 一 六 | 让 -一 外 可 积 ，|A 人 一 态 ， | 了 且 芝 题 18 
印 得 imEI 一 具 i i?—=0. + 


24 系 XpELl,5O[ 及 .VY 序列 {I 2 上 在 存在 了 Egg 
多 , 呈 ) ,全 对 每 个 wn 有 |XX,| 殷 站， 则 下 列 两 个 条 件 等 价 


i) 其, 一 三 《neo)， 

ii) XX (nco)， 
25 命题 滥 pE[i,co]1. 上 Lr 沟 Banach 空间 ,上 且 是 一 个 完 省 模 . 
4E 合 题 22, 内 线性 跨 范 空间 由 命题 33,4? 是 完备 的 ， 所 以 它 
是 一 个 Banach 空间 

若 革 ,YEL?, NM [AVY TOAXAY., 和 妥 || 十 | 六 |EEp, 所 以 二? 
是 一 个 烙 . 站 {Xi,?ECLr 用 有 四 ,有 印 车 挝 人 了 .| 二 站 妥 下 后 志 >?,， 则 
less sup ,| 所 YY ,FR ess sup ,EL? 操 ,essinf Xs EE Lr 这 样 工 ? 
作为 一 个 烙 世 是 完备 的 . 峙 
26 ”命题 ” 蓄 在 (8, 多 ,了 ) 中 取 

(X,Y)=E (XY), 

则 《二 , 天 ) 是 内 禹 ， 革 人，. 玉 ，P) 是 Hilbert 空间 ， 且 也 十 一 个 完 
备 禾 ， 
证 “可 站 接 验证 (X,Y) 满足 内 积 束 忒 ， 自 Xl 二 vVCX,X).， 
27 定 必 和 蔡 玉 为 0. 中) 虐 了 VY， DO,E | 让 |? 称 为 下 的 (或 六 
分 布 的 ) 声 阶 络 对 失忆 省 2 (7 其 存在 ) 称 光 久 的 上 阶 直 ,Yar 计 二 
EC 一 EX 和 称 汶 于 的 方 靶 ， 方 差 风 人 六方 相 ( 拷 从 的 ) 称 为 标准 差 , 车 
FF 亦 汶 .Ycov{( 久 ,YEE(N 一 EXHMY 一 EY) 称 为 ,了 的 协 方 差 ， 


nF) 
-{ COVCX ,VY )/v var(X ) var(Y), var( XY var(Y ) 关 0， 
“lo ,Var .var(tY )=0 


称 为 在 ， 了 的 相关 系数 ，E XY 了 =0 和 株 症 ，Y 为 正 交 的 ，p(X,Y 了 =0 
称 训 ,了 汶 互 不 相关 的 ， 
由 《20。 2) 得 
[cov(X ,YE var(X)vartyY), 
ot ,7 ) |, 
由 (3.6.4) 可 得 下 列 eG mirep 人 式 


F(A-EX|>O)S TT Var(X) (a>0). 


+ 扣 和 4 * ' 


$5 来 积 可 测 空 间 上 的 测 让 


一 、 二 堆 梯 积 空 间 上 的 测度 


1 定 藉 (人 裕 *) 为 其 个 可 测 空 闻 ， PLA:, A ) 四 
1 学 ; 到 [0，1] 科 消 数 ， 着 满 是 1) 对 每 个 E01，Plwi,"')】 证 
(2, 实 ;) 上 的 概率 测度 ;ii) 对 每 个 As€ 多 :PC ,1) 起 (01) 
上 于 可 测 函 数 ， 则 称 卫 为 (B19) 到 (8 多) 的 转移 概论 ， 

2 例 (C2, 多 1),( 旭 ;,. 多 ;) 是 两 个 可 测 空 间 , i QC ') 是 (03%,. 久 ,) 
上 的 概 率 测度 ， 则 Pltw，A2) 一 QR(A,) 是 -- 个 转移 概 内 ; ii)) 站 济 
(91) 入 《022 20) 的 可 测 映 照 ， 则 Plo, 42) 一 Jf 也 起 
一 个 转移 概率 . 

注 在 定义 1 中 ， 沽 和 成 立 , 则 只 需 对 生成 多 3 的 一 个 半 域 7，， 上 的 
每 个 4; EGR ,44) 为 (001,.F1) 上 可 测 函 数 ， 就 能 保证 卫 是 划 
移 概 罕 ， 

3 定理 度 《 和 号 ( 罗 四 【《 虽 多 为 抽 个 可 测 空 间 ， 已 | 为 (21. 1) 

上 的 概率 测度 ，Pis 是 转 秘 概率 ， 到 
i) 放 (X22, 避 1X. 久 ;) 上 存在 玲 一 概率 测度 已 ， 满 是 


P(A X 4,)= | Po A)P (do), AE FL, AE€ I (3.1} 
对 (人 |X 和 2 XX 上 ) 上 租 个 非 仙 人 或 淮 可 最 站 fr.V, 计 ， 认 
A - )= CL, “ 起 习 : XX 六 ci 能 [1， 叫 
Y (00)= | Xa) Ps wr do,) (3.2) 
Ds; 
二 B81. 上 关于 P14. 8 并 定 义 且 非 负 {对 Pi 淮 可 积 ) 多 1 条 测 .9 
而 有 
于 XdP= | Pldo) ) Xlo) Pio der). (3.3) 
证 i) i 多 -< 4 EF), X 人 :出 可 谢 矩 形 全 


于 本 时 


体 ， 它 基 一 个 兴起 由 定 进 32.7, 只 需 证 划 由 (3,1) 规定 的 二 在 多 上 上 
类/ 概率 漠 诬 首先 PLAX A.)E80,11 及 PCOLX i)=1 丰 朋 守 的 . 


其 斌 ， 入 A Xx A = Dx Ais, A, Als Et 1 CE .1 ， 一 | 必 有 
:一 


To od) an 0) = Ham) al va). 
注意 到 工 式 右 站 各 项 为 长 负 的 ， 对 上 上 区 西端 在 但。 上 按 Po ) 积 
分 ， 并 利用 Levi 引 再 ,可 得 
alm hal, 4 )= | ora, 2) Pi 1 des) 


is 


= 并 | Ta Coo) a, C02) Plo dy) 
可 


二 之 i Co) Pat ,i), 


正在 人 2， 上 按 杞 积分， 伤害 开 Levi 引 理 可 符 
P(A XA)= | Po 4) Pi( do) 


如 上 


=- 立 | 了 (Co) Pleo, PIG 


上 1 
二 之 人 人 


成 请 为 区 人 虐 的 名 率 测度 .内 延 拓 定理 2,7， 即 得 i) 的 结 i 
说 训 和 =14 XA .i 二 1,2}), 它 是 一 个 zz 类， 又 令 
上 有 暴 rv 全体 )， 
EE 

硬 且 C3 了) 可 知 ,六 二 了 EE} ,又 利 用 积分 弘 尾 性 太 Levwi 引 于， 可 
若是 一 个 六 类， 江面 识 包 人 请 一 切 {O1X0 人 so EX 实 ,) 上 有 和 异 
ry 利用 Levi 引 王 (和 积分 线性 性 )， 可 
害 对 一 二 信人 入 ( 玲 可 积 ) fr,Y¥， 成 这 和 

4 蒜 玉宇 二 3 的 很 定 下 ， 对 LL1X 103， 1 ) 上 每 个 非 货 
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PT. , 
Xap=0 <> {XPilor dws)=0 a.s.P, 


1: 


[XaP<~ -> | x Pi ro do) oo as 


1 
5 和 在 定理 3 的 假定 下 ，i 在 (多 站 二 让 在 唑 一 交 民 源 测 及 
忆 : ,满足 
P(A:)= | Po As)P (dn) 4， EE. ,, 


- 
fi 


六 )》 对 人 (2 人 Po? 入 个 韭 信 (i 生 避 看 DD TV . 乙 ， 
Ylo)=| ZC0) Ps(0:, dor) 
下， 


为 员 ; 上 关于 五 为 gg， 机 定 的 更 | 可 淹 作 负 ( 稚 而 各 rv ,进而 
| Zeoa)Pataans) 一 | V Cw)P (do). 
Per] 


六 1 
6 定理 (Fubini) 设想 让) 为 册 个 概 训 人 
间 , 央 在 CQO1X 位 3X 世上 存 侍 叭 一 的 -= 个 概率 测 庶 了 号 ， 满 见 
PilA WX AY—=P( ANDP( A), AIEF,,A, EEF,, (E81) 
基 对 (人 1X 昌 XX. 儿 ,请 ) 上 任 一 韭 仙 ( 淮 可 积 )f.v. 尝 ， 个 式 种 节 


| Xdp=| Pp,(dw.) | Xe , wa) Ps de ) 


BR tL 
=| Pdes) {XC01, oa) Pld oi). (8. 2) 
ts 3 


证 风 要 按 窟 埋 2 以 和 东 4#4 分 引咎 让， Pre， A ) = Dt{d,) Pi, 
Pon, 有 二 (A000) 分 于 人 (Xs 实 XX 人 1】Y 上 构造 浏 府 ， 让 证 
明 商 靖 是 一 笋 移 ， 共 它 邦 村 由 I 代理 3 扩 东 4 淮山 ,yp 

i 定 党 1 由 (6.1) 规定 的 测 各 称 汶 局， 忆 的 率 积 测度 ， 计 沪 
P=PxP,, RUMQXO EX P= OF ,PX (C0,,.%,, 


" BT »* 


户 ,), 称 为 素 积 概 潮 空间， 
8 本 匀 (X01X. 负 ,PX 上 的 rf.Y. 污 &a.8. 了 PP 为 零 , 当 
日 议 当 它 的 几 - 皇 行 个 避 ! 稚 门 让 i 住人 (人 多 1, 上 上 3.3. 了, 为 等 . 
ii) r.v.XX 在 深 积 概率 空间 上 可 积 ， 则 a.8。 截 口 六 wi 在 (02;， 

‘FPP ) 可 积 . 

9 系 若 多 XX 省 ,来 .FX. 灾 ,关于 Pix PP 的 完备 化 扩张 , 2, 玫 .多 
关于 记 的 空 生化 扩张 , 则 对 每 个 联 1X. 实 2 可 测 r.Y. 玉 ,其 a，s. 截 口 
点 ut 江村 区， 可 测 ， 号 《SB. 2 对 非 负 ( 准 可 积 ) 多 )X 多 。 到 调 TY. 具 全 
成 了 这. 
证 ”了 有 取 . 实 |X 可 测 r.V.A 使 {和 大福 作为 本格 集 ， 这 时 入 7， 
可 测 , 有 日 对 8.8.O1 1 太 训 于 让 or? 为 《如 ;, 实 ;, Py) 可 略 集 , 由 此 有 即 可 推 
沁 系 中 的 共 诞 。# 
10 ”命题 {分 部 积分 公式 ) 看, 9g 为 [9， 581 上 的 右 连 综 有 界 递 增 媳 
当天 用 ,8 表示， 加 

{ fs)aas) fe)o(e) fee)— | gx—)adi(x), (10.1) 


Tr. 1 ]a.b] 


| f(x~)dg(x)=f(0)9(6) -f(a) go) 


]&,Bb] 
= | gr)df()~ DB AoAAx), (10.2) 
i | 并 臣 江 蝶 站 
其 中 A 入 gD) 二 00x) 9x 一 ), AfX)=( Xf(x—). 
证 敬 了 或 gg 汕 常 数 , 加 (10.1) 显然 成 立 , 茂 不妨 设 19) 二 gta) 二 0， 
站 a,b :ab 上, 令 KK 二 fxXo. 虽 


fo0)= | ae= 月 (089( + {| df(x)doty) 


| 本 和 由 区 计生 
= | f(y)dg(y)+ [ g(x—)af(), 
Ja.n} 总] 


好 《10,1) 成 立 ， 业 候 地 ， 分 解 
ja 兴 ja 一 4a< XSD U (CA yA 人 {a yb), 
总 吕 号 





可 得 (10, 2).s# 


11 例 疗 BCxz) 为 提 站 可 沿 画 数 , 才 为 非 铅 rv. XB)= oC) dt 
他 


则 
E DO)= el)PO > dz. 
证 江 用 UX) 记 力 访 罗 分 布 函数 , 关 用 Fubini 定理 有 
E BPX)S= | D(xIdF{x)= 由 mit dt dF (x) 


一 | cf ( | rs))at=| PP(OA td. + 


12 命题 设 辣 OI,V, 信和 分 市 孙 娄 ,了 
1) 车 计 二 上 上? , 则 对 三 意 满足 


-十 ?= 了 C1, ,yO (12.1) 
日 了 代 ， 8, 人 7 成 
> | lxhadF(x) ee. (12.3) 
Lr 


反之 ,如 对 某 一 组 泪 足 {12. 1) 的 如, 户 , YC12.2) 成 六 ,上 改 E Lr?; 
计 ) 芝 EL? 加 往 涵 淇 足 


的 区 ,此 成 这 
vy nt | [x| af(tx)< oo 《12.4) 
| 


反之 , 若 对 某 一 组 满足 (2.3) 的 9&2,v (12.4) 成 立 , 则 EE?. 
证 i) 我 们 有 
* Bo * 


各 


人 > | meld yrdy)dF(x) 


0 1z: ys 必 
Fr)™ dF()= str EIXl 
其 中 下 开水 [x| 的 分 布 留 数 , 击 上 式 左 端 积 分 的 收 伍 性 与 (12.2) 等 
储 是 容易 证 明 的 
ii 六 有 有 
| | Ix dF(x)dy= {: "( | ydy) dFx) 
和 Ti | 
Lf aF ! EIX 
a 


其 中 下 们 才 示 1 的 分 布 消 数 ， 而 圭 式 左 端 积分 的 收敛 性 与 (12. 4) 
等 价 亦 是 穷 努 说 明 的 .sx 


13 系 i) 扰 合 ||<oo， 充 要 的 是 A 
刘 为 使 上 |] 区 |<co , 产 要 的 是 总 一 





si ren) Coo, 


证 在 (12,.2) 中 取 4==0, P=1,y 二 0 
i 在 C12.4) 由 取 @ 一 一 2 ,请 一 1 一 2 


二 ， 玩 限 维 莱 积 空间 上 的 测度 
1 设 T 二 革 ,ET) 为 仁 岂 措 标 集合 放 站 :EE 为 一 族 可 测 空 间 ， 
QO= XQ, I= XI. 
及 人 CT,T 为 了 的 企 一 于 集 , 记 
4 r= 汪 4},, :二 并 多， 
上 人 了 1 上 了 1 
N=, NH 好 全 .区 
B= {ot wy 区 下 
:地 了 六 


称 吾 ; 为 PL 4 为 基底 的 中 让 和 入 ， 对 Cr 了， 
B={{en, HET) (ma OET EAE Ni, tE1,}, 
我 们 称 B; 为 记 有 4 六 撕 谨 果 仙 zs 中 的 柱 和 人， 和 学 说 分别 表示 打上 后 
村 此 华 企 体 . 
设 以 赴 小 示 丰 谨 加 相形 锥 可 测 和 矩形 的 人 2 中 社 丛 全体， .2% 二 

Wd 风 7, 夷 有 了 有限 维 可 滑 基 应 了 的 例 中 柱 华 全 人 栖 ， 央 册 $1.3 的 结果 员 
zt 区 限 
的] ,者 呈 J ,用 为 域 ， w(t 一 , 实 


A CT ,MM Or, Hb, EY DR! 7 “如 下 ， 
a 1 人- 了 de 人 1， 


刚 x 是 Oz, 说 由 扩 是 A 于 


Ti 


于 一 | » 
{ ee 加 ) 2 二. | LPT ， 


所 以 本 ”是 【 辐 (Grey 的 可 测 纵 昭 , 且 


人 .一 本 
| i 
Ep J ,这 了 1 一 :经 


车 Pr, 为 {@Gr， 加) 下 的 福王 ， 则 Po(z 吕 ) 为 (QFn) 上 的 要 
率 . 友 之 , 灶 召 E ,上 忆 存在 尝 全 确定 的 妈 一 地 其 ( 吾 )E 罗 vt 使 
二村 Pr, ;下 
11] ,1 
QCRP=Qf(z A)=7(4), 

和 环 可 完全 前 定 采 在 【7 天 于》 二 中 十 一 个 酸 失 名 .特别 亚 H 册 五 可 在 
C(O) | 宇 一 个 要 :后 ， 
命题 115X271 I “ 人 了 -= 人， 
和 乒 汪 让 生 ,全 寺 测 [ 基 主 Pr 在 限 站 人 它 天 人 2 上 大福 韭 信 条 
及 可 拆 集 消 数 卫 , 误 岂 

Px.) ! = 7 对 每 小 有 限 了 IC (C14,1) 


" TT] 二 


共 区 此 条 件 征 PC 湖 风 下列 相符 性 条 件 :对 了 现任 章 有 限 子 
集 了 7 77 厂 
Prlrr) =P, (14.2) 
证 必 杰 性 . 财 上 二 7 一 于 卫 和 收 村 AAEFTIi 
Car) A nr) (rn) A, 
因此 ,车 存在 卫 江 是 14.1), 必 痛 
PrlA)=h (aT) AY= PAT) (rT) A)=Pr, (AR) A), 

(14.2) 成 立 ， 
充分 性 .主要 是 说 办 控 (14,1) 可 在 .上 完 企 确 定 地 规定 ,车 BE， 
PB 一 有 X= 了,T!， 是 荆 和 的 有 限 子 
集 , 旭 可 联 了 :== 人 划 , 寺 中 六 及 记 为 

B= AX rn= (na) A x Ns, 


一 作品 (rr AN Ar 
由 此 (3 和 -4 一 (rr44 1 (14.2), 
Pr(A)=Pr( (aR) LA 一 Pan ) AN) = P(Ad’). 


所 以 对 有 限 绯 可 调 基 许 柱 集 吾 , 虽然 其 基底 不 是 唯一 的 , 但 取 其 任 一 
谍 也 ,规定 

PIB)S= P(A), 
人 的 这 规定 与 基底 取 法 无 闫 ， 利用 局 r, 是 多 rzr, 上 激 概 率 ， 容 易 说 明 
请 为 名, 上 概 染 ,进而 可 说 明 避 在 2 上 是 非 仙 有 限 可 加 的 
15 系 设 邓 证 个 了 ,人 二 六 一 针 吕 :一 ， 第 .wn 表示 RT 中 基 


让 了 


底 为 ,XX Ris 中 xn 维 Borel 保 的 柱 集 全 体 ,=U 级 rn, 六 


1 
对 了 的 每 个 全 序 子 第， 了 owen(XI'"Xn) 为 一 有 限 维 分 布 硝 
数 ， 则 对 有 由 维 分 布 国 数 族 多 一 人 one 三 了 站 疗 1 在 《各 ,zz) 上 看 
在 莫 负 有 限 可 加 集 函 数 忆 , 满 业 
有 人 cn) OE FR, 1 nr 一 F,,. 2a (XL ‘Xn 15,1) 


i 2* 


的 充 要 条 任 是 
ji) 对 舟 性 :六 《1 的 任 一 排列 《CT 区 
Fe tn CX Xr 1 Ns (15, 2 ) 
ii》 相知 :和 注 
于) 一 (15.3) 
证 只 条 指 册 ,15.2) 保 汇 了 由 多 1 在 (X Ri) 上 完全 确定 
了 地 规定 一 个 概率 测度 ,其它 癌 点 可 由 省 题 14 推出 . 
16 定理 贡生 to 2 ET} 的 有限 维 乘 
各 室 浊 二 的 满足 合 且 14 相 容 性 条 件 《14.2 的 概率 源 度 这 . 又 对 每 
个 EF, 行 往 . 实 ,的 于 类 多, 具 有 限 安 性 质 , 有 
SUP [CE 中 CTA,AEC,R,, (18.1) 
风 在 (XQ,, X 多 二 三 在 只 一 要 浴 测 和 度 叫 , 斋 是 


pas 1 一 Pz， 对 得 个 有限 TT. (C16.2) 
证 由 合 入 14，, 在: Ba .8) 存在 总 是 有 限 村 如 的 ,日 满足 (16.2) 
及 P(X Qe)=1， 又 所 wf 是 -个 威 ， 因 而 只 要 证 明了 在 sf .上 是 o 可 
加 的 .车 记 绑 为 XQ 小 有 职 维 可 测 短 形 全 体 构成 的 半 域 ,由 =o( 多 ) 


下 和 讶 和 了 ,1 i i HE i Fie Lg 可 训 苑 可 . 
光一 人 CE E 了, 由 区 到 敏和 证 鳃 具有 省 
限 交 性 质 . 帮 D:= 二 CFIX(CX CID E11, 
ND=XB, B= Nf Cwm, 
kr :ET 


ft = 


因而 由 ND:= 0 可 诠 出 至 少 有 一 个 WE€ 呈 . 一 好 ,也 即 站 C= 人 . 


【人 


这 时 由 者: 的 有 站 人 冯 性 质 , 沁 有 {: 机 二 地 有 的 有 有 耻 -了 众人 站 Cm — i, 
由 此 ND N(CH X 2))=%, 


且 允 有 其 有 有 限 交 性 质 . 进而 容 F 易 验证 多 s 二 {站 ,DE 久 也 沁 员 入 


73 1+ 


有 限 交 性 质 ， 
评 证 多 中 的 焦 可 “站 近 ”中 的 集 ， 阁 
A=X A, x X Q), A EF (lSign). 
™ tis 
1 
对 每 个 i 取 人 ,所 错 1 , 满 中 
De (Cs )> ( A, 了 一 了 CC cA, » 


ui D= NC x(X QMNEY,, D4, 
4 一 站 CUTCd 一 CC )x(CX Q)] 
了 一 了 * + {Ft 


PMP DEX(P, CAr 一 站 《Ca ) )<<. 

内 于 e 订 是 任意 堪 殊 , 并 可行 村 1E 一 -A€ 当 ， 
PEAI=SUup{P(D: DTA, DE wo,}. 

所 忆 由 命题 2.10,PP 主 玫 上 go 可 加 ， 了 心 订 雁 一 地 证 拓 到 ,多 i 上 且 满 
(Ci. 2). 
17. 系 (Konyoropos 定理 ]〗 浇 对 乱 个 夺 E 了 后， 汰 一 (下 ，5 鹏 !， 
个 一 人 长 下 Et 的 行 限 维 琴 积 罕 间 上 上 的 
朋 容 分 布 锣 铭 旋 (满足 115.27， 《15.3)7， 岂 在 (R', 8°)= XR, SD,) 
上 存 车 叭 一 和 概率 测度 五 . 使 只 以 多 为 有 起 维 分 布 国 数 族 ， 肥 【15. 1) 
成 广 . 
注 ”上述 (7, 5 中) 又 称 标 准 概 浴 空 间 . 
18 定理 3 六 4 ) ,E40 为 一 族 概 率 窟 间 , 则 在 (X 63， X 祷 1 
于 莽 在 只 一 慨 率 许 度 了 满 志 

有 的 一 A 对 每 人 小 有 了 上限 了: ， C18,1) 
证 ”对 有限 了 i ， 玻 Pr 一 其 Pe, 由 容易 说 明 {Pr,， 有 限 二 CC | 
游 足 息 容 和 福 条 入 (14,2), 因此 胆囊 题 14 可 知 按 (16.2) 可 规定 卫 使 之 
为 有 限 可 邦 的 , 是 人 (X42 二 1 内 而 还 只 坷 证 明 如 三 2 上 为 og 可 加 


as 了 了 过“ 





阅 . 为 此 我 们 说 明 允 过 中 每 个 递减 荡 二 名 的 序列 {4,} 都 有 


lim PlA,)=0. (18. 2) 
由 于 好。 部 是 有 了 眼 难 梓 集 ,我 们 不 站 假定 有 天 的 可 列子 混 和 佑 


每 个 4 都 总 基底 六 X . 玫 :， 的 有 限 维 福 集 ， 落 个 。 为 下 的 有 瞩 子 集 ， 
id 一 六 fd Pra= X PX 人 Pin .x 2: 上 对 有 限 继 溃 浏 
fer feETn 此 pi | 
性 集 规定 的 可 扩 集 酒 数 , 它 满足 
一 x 天 Hi ;i Hi 
1 一 [ 
由 由 Fubini 三 部 ， 林 有 有 信 维 可 滑 柱 策 A=BX rr ,Er i 
了 一 人 1 ,tT 人 On 1 Di， ) 形 站 -本 的 (nn, + cn) 截 L1， 
人 下) 一) 一) 
=|) eas 一 了 i, =|Pr Dr 机 ,ea dd Pr, 


一 Po wa dPr,. (18,3) 


El 


我 们 亲民 汪 法 米 证 (18,23)， 若 对 某 弟 减 序 列 1.4,73 (18.2) 不 真 ， 则 
在 时 个 2 站 0, 对 裕 个 RR 有 人 4) 产 5， 邻 

B= oP (A Am el/2}, 
WH EE C18.3Y, 


epA)= [PE (Ao Pa do) 
| 十 | Pin A DD (do dP (BY)+ ef?, 
B, Be° 
故 PA(BO)E/2， 交 出 于 {Bi 为 多 吊 递 碱 序 列 ， 因 而 出 三, 为 
(C020) 上 概 玉 测度 语 知 ， 必 本 在 ox,€ 门 BB. 这 时 
PIV(A, (om) De/? (nF1). 
把 刚才 用 于 X 94，4，e 的 论证 ， 融 在 用 于 XX 82， An(@n)，z/2， 
可 往 ps 抱 (3,, 游 电 
FD 


Pes A tw) ed (Nn!). 
洪 坟 这 一 过 积 可 得 cw/ 021, 全 
PC (Bo Oe/ 2 (p21, 1). 
玩 在 对 ti,j 之 1, 任 取 B,€ 人 2,。 我 们 来 证 明 5= (5, 1ET)E 仙 4. 


在 此 4 是 基底 在 X .Fj 的 柱 集 ， 由 于 4 是 基 席 在 i 的 往 集 ， 
PIC4(Ba) 关 二 ， 故 42 非 空 , 5E41 同 理 PAB 


1) )) 社 ef/21， 让 A ， 4) 非 袍 ; 又 4 是 基底 在 .多 ,的 
柱 集 ,所 以 有 EAj, 从 币 .dEN A,, Nn 4 是 非 完 的 , 这 一 矛盾 表明 ， 


对 和 辣 每 个 递减 接 汪 他 的 8， (18,.2) 成 立 , 所 以 PP 在 .wf 上 是 如 
ol 加 的 ， 出 了 上 开 2 1， fe 可 J 一 上 肛 迁 招 鸭 Cx 0 六 办 1 于 的 概率 
测度 .x# 


由 结 


章 是 企 可 测 空间 引进 测度 后 再 介绍 吝 种 概率 论 基 本 概念 的 -$1， 
§2 ff 间 个 人 测 宝 间 上 测度 前 生成 和 迁 拓 .1 储 引 进 测度 前 定义 
和 基本 性 质 后 ， 汪 给 出 了 较为 容易 处 理 的 音域 到 开 的 测度 扩张 和 口 域 
上 测度 生计 化 扩张 而 把 较 划 水 的 测度 内 域 到 器 堪 的 扩张 留 在 82 中 去 
处 理 , 由 于 验 证 信函 数 的 可 列 可 加 性 有 有 时 也 不 容易 , 合 题 2.10 给 出 了 名 
证 可 列 可 加 的 一 个 充分 祭 件 ,32 中 关于 分 布 函数 发 其 生成 测度 的 讨 
人 论 既 下 前 罚 一 般 性 丫 论 的 一 种 应 用 ， 束 是 概 举 论 中 建 主 概率 模型 的 最 
基本 情况 ,$3 给 出 糖分 的 定义 和 和 性质, 它 也 是 拔 池 论 中 期 望 的 定义 和 性 
上 硕 . 完 理 3.15 给 出 了 一 盘 初 等 概率 论 载 材 中 不 同方 式 贡 定期 望 的 一 臻 
性 ，84 芷 有 有 概率 测度 的 前 担 下 车 论 随 机 变量 的 种 种 妆 江 的 性 质 和 关 
系 ,包括 依 握 替 堵 效 ，a,5. 六 数 ， 工 2 收 就 ,一 至 可 各 性 是 在 计 伦 ,VY. 
痒 列 收 化 性 中 一 个 十 分 有 有 有 图 前 概念， 5 讨论 冬 权 空间 上 规定 测度 的 
问题 . 前 一 半 讨 论 有 限 维 情况 ,定理 5.3 是 一 般 的 情况 ,其 最 重要 的 料 

- 了 6 。 








例 是 下 mbini 定理 [定理 5.6) 后 一 平 涉及 到 无 限 纵情 况 ， 系 5 19 和 
定理 5,18 是 两 小 塌 要 的 结果 ， 前 者 即 人 ormoropos 党 理 是 随机 过 程 
理论 中 基本 定理 之 一 ,后 省 是 证 明 无 限 维 来 积 测 度 室 间 的 址 在 性 ， 
3 是 
1， 设 此 为 域 ww 下 的 测度 ， 太 ，FE 证明， 
tea cr}=iuitr Uy PraA(ER). 
2， 大 点 为 城 qf 上 的 初 度 ,， 半 包 Ew iO0P{E, 中 L(A mY, BB 
攻关 fF 为 可 略 信 时 认为 玉 地 下 是 等 价 的 , 则 村 等 价 的 集 类 来 六 , PLE ,下 ) 江 
丰 踢 多 公理 ， 进 人知 ， 车 (好 ， 所 ) 困 兴 备 概率 宝 则 ， 尖 等 信 华 染 全 体 控 
上 上 述 中 离 是 一 个 完 溃 距离 宫 间 。 浴 率 = 二 0 , 儿 汶 可 列 的 ， 则 这 一 距离 裤 
上 还 是 可 分 匆 ， 
393， 度 塘 ,py 可 测 空 间 (2, 久 】 上 两 个 在 咸 x 上 oo 大良 的 测度 ,= 二 ot wy) 计 
朋 ， 对 证 一 睫 EF ,者 2) 竺 辽 , 则 对 任 一 2>0, 晤 科 Fe & .9 ,后 
上 
玫 岂 本 子 说 明 “jy,v 人 在 wr 上 ga 有限 ” 涉 能 减弱 为 “A，3 全 可 上 e 香 了 
4 ， 若 fs] 污 人 ， 玉 的 渤 增 测 攻 访 璋 , 旨 对 入 个 A ADE 1 A 
全 Hi lim kn {的 浊 度 ， 
5， 设 【机 ,上 ) 为 测度 宝 间 ，JE 测 诬 集 五 E 区 称 为 征 严 际 子 。 若 开 亡 捷 ， 


FE 则 必 和 和 内 让) 一 0 或 KE 一 户 )=0. 证 朋 , 若 上 为 o 在 限 测度 , 则 一 


中 原子 集 不 计 可 暗合 的 总 到 至 多 为 可 训 个 ， 
6. 《如 ， 妥 ) 上 测度 站 为 南 布 治 式 和 不 碱 闫 票 瑟 生 有 成 的 二 一 宁 测度 , 则 攻 泡 共 际 
子 集 的 充 要 条 人 忻 是 AE dx}UDN :Px) 一 Px 一 )>0，N 为 8 可 略 集 }， 
7， 若 (外,， 亚 ,了 中) 为 无 原子 着 率 空间 ， 则 让 对 每 个 e>0， 必 天 在 AE YY， 亿 
0< PLA)<e ii 对 千 个 2EL0,1] 人 至少 有 一 个 AEF, 使 PiA}=a., 
8， 斩 全, 多, 局) 为 概论 企 则 ， 加 对 和 后 个 en0， 存 人 芷 遇 的 在 限 分 剂 
= i, A EF, 


司 符 个 Ai 或 者 为 尖子 集 [1 (di) 宇 6 式 者 了 Pidy) 过 ee 

9 .车 (CQ, 了 ,号 ) 是 {02, 玫 , 户 ) 的 兽 化 ， 则 对 (2, 玫 ,P)》 上 全 一 个 ry. 六 ， 
存在 (如 , 六 ,上 的 rv. 看, 售 PLX 于 和 =)， 

10， 设 C2， 订 可 调 ? 几 (t=1 2 家 示 8 关于 驴 率 测度 上 的 完备 
化 ，d 一 £7 二 1,2)， 这 里 联 遍 8 上 一 切 福 率 测 麻 ， 证 表 ， 砷 





= + 


i8. 


20. 


21 


A 


je eu es, WE st/ ei. 


， 设 昌 ={]0,1] 中 大理 数 全 体 }, 二 {0 站 Ja,6];q,6 为 冯 理 数 } ,f= (5). 


i》 证 明 六 和 of a 二 090); ii) AE FL1(A) 表示 4: 的 点 数 ，jst dd 
一 24(A4)， 验证 ji 二 Lal x 但 wi 守 j3. 


.【《 按 名 的 记号 ) 基 EE,FE (OQ), 且 至 少 和 月 一 个 属于 名 ， 则 


aE (PA (EUF)+A (EF). 


， 度 昌 为 完备 可 分 距离 空间 ， 妆 为 Borel 6 域 , PP 为 本 上 概率 测度， 斌 证: 


对 性 一 e>0， 必 存在 紧 集 Ks, 使 PiKRe)>1—e, 


. 设 (身手 , 卫 ) 为 概率 空间 ,又 BiCO，P*(91) 一 1. 取 


Fg*—{Q1B:BEF}, PlMB)=P(B), BEF. 
证 明 , 忆 在 有 * 上 是 完全 确定 的 , 且 (021 ,87*, 记 I) 为 概率 空间 . 


， 设 《和 ,多 ,中 ) 为 概率 空间 . 多 一 Tia ET 满足 PI(Fo)=1， QE€1,， 县 村 


任 一 列 {Fan} 必 有 站 Fan€ gw。 试 证 : 在 o( 多 ，w)》 上 必 胡 概率 测度 Pi， 
满足 PrlF=P.P'| 留 一 4 


， 设 【 吕 ,多 ,已 ) 为 概率 空间 ， 严 一 aff)，w 为 成 。 证 明 ; 著 未 计 可 略 集 的 佐 


惠 ， sf53 与 wae 分 别 与 多 是 一 致 的 ， 


. 设 吕 =1]0.1] 中 有 理 数 全 体 }, 7” 一 { 吕 ]e 5]:a 5 为 月 理 数 }， 再 当 0<a 世 


b<1 时， 视 定 岂 吕 ]a ,8 一 五 一 42， 证 明 :，Y 是 一 个 半 域 ,4 为 多 上 的 可 加 
集 画 数 , 且 当 如 二 向 时 彰 AT0, 但 4 在 sw 上 不 是 g 可 加 的 ， 
对 【只 ,于 ,已 ) 上 rv ,了 Y, 令 


p(X,VI=E. | 二 二 了] 


i+ 一 Yl . 
证 明 :- 将 P 看 河上 + 上 .yY， 等 从 类 的 理 数 时 , 它 是 满足 距离 要求 的 , 有 旦 在 此 距离 下 
收 敲 概 念 与 依 概 率 收 敲 是 一 致 的 . 


. 证明; 对 概率 空间 (8 ,9 ,P) 上 的 任 一 ry. 序列 1 大,}, a,s, 收 伍 与 依 竹 


率 收 剑 等 价 的 充 机 条件 是 (1, 中) 为 强 原 于 的 ( 节 人 2 与 原子 集 之 并 差 一 
可 路 和 集 ). 

在 非 纯 原子 的 概 认 空间 上 ,证 明 ; 划 在 r.y. 之 间 无 涛 引入 距离 , 使 按 此 距离 
的 收 瘦 概念 与 a.s. 收 合 等 价 ， 

ii) 香 限 *.r .全体 榴 成 的 空间 无 法 赋 范 ， 使 在 此 范 数 下 收 笋 与 依 福 率 收敛 是 
等 价 的 . 


. 伐 慷 E 名! ,Borel 函数 在 上 上 连续 ， P(X EE)=1. 证 明 ; i 车 ,一 议 


a.s.. DAT XY) as ii PT Xe SX, MAT) SACXY. 


。 了 名 -. 


之 ， 


23 . 


24 


25 ， 


26， 


27 ， 


2 只 


29 . 


了 0 ， 


31, 


对 fF.v, 序列 {区 s?， 汗 明 wD 汪 的 于 要 条 什 民 Wi 的 注 一 六 人 (X gr 了， 
襄 列 的 于 于 (全 Ea. 
证 和 证 明 ; 证 了 了.vY,， 等 价 糯 国 让 齐 识 只 直列 币 
件 的 最 小 [最 天) 革 从 类 了 号， 本 对 在- 一 >0， 得 

lim P(XsY' 十 8 一 (lim 人 人 有 着 Te)=0) 


日 YY 有 a,s. 诊 限 的 认可 条 位 是 1Xn) 依 短 尝 ! 
收 部 。 
证 【世人 鸭 硅 章 育 限 灶 rr. 序 轧 .证明 ; 必 存 和 站 正 数列 4 61 使 > en 
a.5. 收 疲 于 案 限 工 .Y.. 
讼 六, 为 两 个 正 可 和 .vy. ,二 maxlX ,站 )， 证 明 ， 尘 条 个 g 宇 0 

E[Z Fesmay 1:EL XT +EFY Tse)y], 
并 由 | 此 推出 ， 坷 {这 R 芋 17 一 下 可 机 ， 册 | 

EX 

设 并 兰 一 散 可 积 雇 ， 订 上 浆 让 玉昌 ， 曙 ， 大 ) 诗 的 凸 斌 包 世 是 一 至 可 和 和 
时 ， 
证 明 随 机 变量 能 【2 加 一 儿 可 各 沪 的 齐 点 条 仁 是 大 在 阳 ，=w[ 上 于 
全 可 测 函 数 疗 滑 志 


lim 一 fx)=+ 几 sup ELf(CXNI< ec， 
on 7 

特别 地 ， 击 sup 三 ! Xl 起 总 supE [Lixogt XI] < co, Wl 
于 三 了 让 


{ii} 订 一 歌 可 祝 的 . 


若非 全 本 和 FJ.r， 序列 1 站 1 满员 天 症状， 世 大 一 让 三 关 着 
Xu DN. 

NR, R11} CLI, FF, PD, XS, ElX,r=ElX|I?S ,NM 
Kas, 

人 证 上 可 积 了 vy 序列， 二 于 ; 


lim [XdP= |xXaP 
4 
对 相反 村 一 数 成 区 的 元 县 深 件 开 ， 下 大， 
对 r,r, 序列 {5,7R 人 1)， 讯 河 : i 存在 正 数 刀 en 上 上 0， 使 


sa 人。 


JJ2 


33 ， 


3 


33. 


38. 


39， 


和 0 


BPN — Xa En 
旺 未 是 {于 ,tt 宇 1} a 5, 路人 误 的 充分 条 件 ? 
ii》 对 任 一 正 熬 ze >00， 
DPUIA Ya) 
是 不 是 {Xn,4 宇 1) a,s, 收 化 于 的 充分 条 件 ? 
车 {Xs ,#8 宇 1) a.s, 站 就 于 有 限 r.y.， 则 对 任 一 >0， 忆 存在 正 获 时 人 
十 
Plsup' Xl EM(e)) > 1s. 


证 明 : 寺 午 一 ,J 宪 丽 5 半 1， 阁 存 症 首 数 序 放 .An 紫 
YadAn0 a,s,. 
证 明 ， 洲 对 慎 意 晓 有 有 有理 数 4， 
PI{Xs a iio {Ns 6 1.0,.})=0, 

则 lim 于 as. 在 逢 本 以 是 无限 的 )】 
证 芝 , 天 和 们 1 为 vv 序 刚 , 若 ELIX 一 XX ?p>0, 则 一 并 
和 , 
着 {站 sR 芋 1} 六 一 政 订 各 的 ， 证 明 ， 

Ef{lim X.Y limE( X,Y). ECimX limE(X,). 





,车 1 ，{Yny 均 为 可 积 rr 冯 列 ， 卫 P(Xs 宇 Yn 宇 0)=1, 又 革 s 马 芝 ， 


Vr, ENEX: me, HElY,—Y|=0, 


es 
下 坝 , 2X 二 分 吕 表 示 于 线 上 如 平面 .| Borel 战 撤 Lebesgue 测度 韵 完 省 
[让 训 多 
当 万 吕 员 取 3 俩 整数 的 rr 上， 二 刚 : 
EX= P(XEW), 

入 FF ， 户 党 此 整数 ， 证 明 让 列 和 某 件 等 从 
iy EI Xi ji) | Pd 

i Ba POXI RA) 0, 
生 这 于 于 


EX 一 站 | [PONERD+CINP XSD]dt. 


。 0 。 


人 


41. 设 力 >0, 若 EIX|I?< co， 出 lim x* P(XI>x)=0, 民 之 ,车 
limx? FUX> x)=0, 
则 对 任 一 e>0 日 se< PP 者 E |X|?-e< 
42， 若 产 {x) 汶 Ty 而 的 分 布 园 数 ， 人 8 ,>0, 则 
lim x°*P(IX |>x)=0 
的 党 要 条 件 是 。 
lim x” | vidF(y) = 


于 一 1 
“zr 


则 这 丑 必 得 
， ] 了 
lim | yaad py) =0, ce>0, 


43 证明: 对 p>0,E | 十 FI?<Co(EiXI? 二 +ElYir), 其 中 
Cp=maxt?2?-.: 1)., 
44. 下 若非 辆 Try， EC 流 太 的 分 汕 油 狼 ， 双 
VV=mintN,s), A=NIrcs sO0, 
则 对 wv 存 


ET7 一 * | 时 一 人 


EZ’= | 2 


45， 设 YY.vr. 大,Y 满足 
PUR!Ix)ePtlY! Tx). x=0 
证 明 :EL 人 | AarecEdFIAa)?, £>0, aot. 


46， 对 非 负 .r, 瑟 虹 >1,， ji 了 明 ， 上 二 E(X 六 下 站 本 在 一 
47， 证 下 = 叱 Ace ,证明 ， 





一 


WVaLISVar 
48 对 任 一 rr.Y， 序列 { 革 。， 1 ,Ss 一 加 ,了 1 及 六 宇 1， 证 明 ， 
i) 车 让 一 D0 a,s,， 匀 | a ,9,, 
ii》 若 这 so 一 0 上 LL*， 出 0 Lt. 


iii) 由 对。 说 0 不 能 推出 -2 也 0。 


强 


ECX!/), 


+ 81 。 


第 三 章 ”独立 随机 变量 序列 


$l 独立 性 与 零 登 律 


一 ， 狂 立 性 
以 下 我 们 都 在 固定 的 完备 究 率 空间 ( 旭 , 多, 忆 ) 上 讨论 问题 ， 了 为 
某 个 参数 集 ， 
1 定义 事件 族 44，#EG7Y + 称 为 (关于 已 ) 独立 的 ， 洗 对 了 的 任 一 
有 限 子 集 1 C7， 
HN AP 


{和 ftETY 为 实 的 子 娄 谍 , 从 对 了 的 仁 一 有 限 子 人 TC 了 及 任 一 A,E€ 
路 ,tt 了, 满足 
P(N 4) —1] PA,), 
由 称 二 帮 ,1ETY 为 (关于 号 ) 独 主 子 闫 谈 , 特别 地 当 需 ; 为 .多 的 子 口 域 
2 命题 二 {1 雪 ,,.1 ET 了 为 字 的 子 类 族 . 若 对 每 个 1€ 了 了 , 儿 | 为 类， 
鹃 ,表示 豆 , 的 完备 化 5 域 , 则 { 绕 :, 14ET} 为 独立 族 ， 
证 1) 内需 评 工 为 攻 扫 的 情形 ， 对 可 磋 于 ,证 
人 ={D:P(D NC)=PD) I PC), DE Bo, CE FC,, tET 
则 避 包含 类 者,,, 了 且 吉 本 和 里 为 4 类 , 玻 由 定理 1,2,9, 人 B=o( 客 ,,) 
一 党 名, 这 时 子 类 族 { 训 ,直属 t 址 机} 具有 谷 题 假定 的 条 件 , 国 而 用 类 位 
上 面 的 论证 可 得 { 绕 ,,, 绕 11, 者, 1 天 ty, 4} 为 独立 族 ， 经 有 限 步 重 复 这 
一 过 程 可 得 i) 为 真 . 利用 定理 2, 1, 11 及 毕 , 的 构成 法 容易 推 得 证) 起 是 


”2 





成 立 的 ， 

5 系 首 子 o 域 族 { 绕 :,1ET} 为 独立 族人 aaE 为 了 的 互 不 相 斧 
子 集 , 则 { 吝 ze= 二 ql 过 ,ETo) ,GEJ) 为 独立 族 ， 

证 ” 取 攻 ro 二 1 门 81: BE€ 坟 ,,1 为 Ts。 的 有 限 子 集 }, 则 4 萤 7a,5EEN0 渍 


足 命题 2 要 求 , 且 因 Br 一 cf 镶 r)， 故 系 成 立 、> 

4 定 久 随机 变量 族 {X1,fET} 称 为 (关于 司 ) 是 壮 立 的 , 若 {ol( 太 ,)， 
El 是 独立 的 子 o 域 族 . 

5 命题 7.Y. 族 {1X,,fET} 为 泛 立 族 的 充 间 条 件 是 对 一 场 实数 (有 
理 数 ) oa， 及 了 的 任 一 有 限 子 集 7， 有 

PON (Xa))=IIP( Xa0), (4.1) 
证 ”必要 性 是 显然 的 ， 为 证 充分 性 ,只 需 取 汪 , 二 {六 :所 g;) :9; 为 实数 

(或 有 理 数 )} ,并 用 命题 2 即 可 .# 

6 人 二 题 设 { 后 ET 为 逮 立 和 ,族人 ET 为 他 的 互 不 相交 
的 于 集 . 六 (YE ,QE1} 为 Borel 汕 数 族 ,由 {YY 一 fCX ,1ET,)， 
GE 为 独 这 下 YY， 族 ， 

证 由 于 aol 了 eo) 玉 olXi, 1ETo)》， 帮 由 系 3 即 得 命题 结论 ， 
7 命题 议 {Xf1ETI 为 独立 I.Y. 族 ,有 对 每 个 1ET, (7X1) 可 积 
《 非 负 ), 则 对 了 的 企 一 有 限 子 集 1， 有 
ELIL/ (CX.)1=1EL/(X.)). (7.1) 
证 不 妨 僻 了 为 有 限 的 , 瑞 EET, 记 攻 二 全 :ff( 革 wo) 可 积 》， 
HE ELFX T=ELAX YH E(Ts), Eco 


为 Borel 可 测 讽 数 》， 
由 45: 如 为 Borel 集 1 吾 3 敌 为 4 类 ， 所 以 由 单调 类 定理 1.4. 19 
对 一 切 可 和 (RX,,) 对 1， 
ELAX TI j=ELA TR.)J ILE.). 
类 似 于 命题 2 的 证 明 , 对 1E 了 依 深 逐个 地 运用 上 面 的 做 法 ;可知 (7.1) 
成 立 . 
+ 


8 至 设 {XX,,1ET} 为 独立 可 积 ( 非 负 ) fr,Y. 族 , 划 对 了 的 任 一 有 
限 子 集 1 有朋 
ELIH ,=H El AX.,]. 


二 、 零 查 禄 
9 定名 浴 让 二 {1? 为 r,¥Y， 序列 , 记 
B*= (| ol Xs, hn ), 


则 弛 六 称 为 关于 入 的 是 上 域 或 怪事 件 域 ， 

10 定理 (Konworopos 0 一 1 律 ) 后，93B21) 为 独立 rf,Y。 部 
州 ; 则 其 民事 件 碱 弗 * 中 任 - 省 件 的 概 过 必 为 0 或 1， 

证 ”对 每 个 Rl1， 由 于 者 *C( A 这 十 1) ,于 禄 * 与 ol, kn) 
独立 ,因而 乡 * 与 sf 二 U olX4, hn) 独立 ,sg 是 一 个 域 ， 也 是 一 个 


T 类 , 疏 由 从 题 2, 如 嫩 ot) 独立 . 轴 一 方面 ,， oC 二 oA1, 导 1) 
坊 红 所 以 洲 * 与 和 日 时 独 汪 .因此 对 任 一 和 4 如 *, 必 有 
一 下) 一 (人 
所 以 PCAJ) 一 0 或 1.# 
11 系 放 {XN 为 独立 rf.V， 序 刘 ,人 名 * 为 其 民事 件 域 , 则 组 # 
可 测 .VY 阅 必 为 退伍 的 , 旨 了 a. 8s. 联 芝 数值 . 
证 ”对 每 个 cER,(Yc) EW*, 政 PiY 寺 0c) 一 0 误 1， 职 
co=ihnf ec: P(Y Ec)=1}, 
册 


P(Y ic) = 人 oe 


故 不 论 co 有 限 或 无 限 ,都 和 有 PLY 二 00) 二 1， 
12 么 若 { 和 11 为 独 记 TY， 序列 , 则 i) iim 耻 ,, fim 六, 为 退 
化 的 . 


"是 本 。 


i {oo: lim 廊 , 天 在 }，{o; 了 六 以 仇 } 


{olim 芋 识 X:=0》 
诸 事 件 的 究 率 为 0 或 1. 
13 定理 (Borel-Cantelli 引 理 ) i) 蔡 事 件 序列 {4,，1 字 1? 祺 足 


PCA Ne, W PCA,, io 一 0 
下 三 1 


ii) 着 独 立 事件 序列 {4。, rn 之 1} 满足 忆 P(A4,) 一 十 2， 则 
FiA, io0.)=!. 
证 i) Plim A)=limP( UYU AYElim BPAY)=0. 
ii) Pllim As)=limPON 有 外 闻 人 性 ,有 
PCON AD= P(AD= HO-P(A)) 
< exp( ~P(Ai))=exp(— TP(AN)). 
由 于 如 (41) 一 oo， 所 以 站 mo 时 上 式 右 端 赵 于 罕 , 故 
Pllim A%)=lim P(N 4 一 lim lim P(N A)=0, 
Pllim 4 一 1 一 PClitm -9 一 1 


和 和 枫 设 1 ，i 守 1) 为 柚 互 独立 辣 分 布 Pr, Y， 序 列 ， 上 让 , 部 是 
NN(0,1) 分 布 的 。， 下 硬 我 们 内 Borel-Cantelli 引 理 证 出 ， 


P{(lim pa DT | 1)= ! (14. ) 
首先 ,对 任 一 o>1 


P(X,>av2logn)=—7— | ga dx 
< 2 下 


a Blog 





exh (i (av 2logn 2 ) 


] 
< ”一 一 一 一 
av 2logn- 327 


4 和 


1 
一 = -一 一 -一 一 -一 一 一 = 
2Gw mlogn 
所 以 (>av 21ogn )<so ,由 定理 13 
人 | ， 加 
二 人 ~ Ilogn >al i.0. )=0. 
D 了 于 站 方 许 一 类 二 于 的 煞 ， 胡 


XN, 
P (lim i <) (14.2) 


为 一 方 册 ,对 任 -… 0 之 a 之 1 是 驶 大 后 , 行 


Ln | 


P(X.>av 2 IOF > 、 | eE- 全 dx 


ty "low nL 


~ 7 1 (二 _。 -一 ) 
”ww 2logn Ba 2]Ogn 
1 
exp{ 一 Cav 2 logn) )=- -一 一 一 一 


抽风 字 站 Gv 210gn eco， 由 定理 13， 


i 3 
P {lim v21ogn >0)=1, \I4.%, 
出 于 4 是 年 -小于 1 的 起 儿 , 联 侣 《14.2) (14.3) 即 得 (14.1). 


$2 独 斋 级 数 


1 定义 设 {X。.n 字 1) 为 I.V. 序列 ,So 一 产生 当 {Ss} as， (或 


依 概 此 ) 慨 化 于 有 限 7,Y, 5S, 则 称 I, VY. 级 数 之 六 为 a. S.【《 或 依 雪 率 ) 
收 敦 ， 
命题 2.4.7， 癌 天， 9.s, 收 筑 的 完 费 条 件 是 对 仁 一 e>0 


二 


lim Plsup 1S, 一 Se) 一 0. (1 
于 上 申 4 
2 命题 (Konaoropos 不 等 式 )〗 若 {#8 读 17 为 独 闻 了 计 训 ,过 
EX,==0，EX2<so、 记 SS, 二 于 ;， 风 对 任 :~…e*>0, 有 
j=] 


Plmaxls;| oe)AES:/e’, (2. 1 ) 
1 ie 


To)= mint: 3S:(0) le}, 


Azx={o:T{ 0D) 一 下 一 1 ,Max Sm)|<e, IS (wm) | 2} 


i 
其 中 max [并 中川 约定 为 900， 下 Ax 与 oC nt 这 h 十 1) 独立 ， 注 意 


a. . 
天 A 会 4w: max|Sitowm) | y=™ 站 
:从 点 一 


ES3>>|S3 dn=™ | 2 dP=™ | [SS 一 S]2d 己 
二-=] 正二 
二 


可 i 


= [Si+2S.(S,—SO)+(S, 一 SF dP. 
二 | 
利用 swSsE a( 关 ,Xt) 与 So 一 St= 总 XX; 独立 可 得 

| oatoa— oe)dP=ECAS)E(S,— SY)=0, 

总 看 
并 注意 在 A 上 |S.| 渤 e， 上 有 

ES 和 > | [Si+(S, 一 SO9dP 
和 全 ， 
> 部 | SidP>e HP(AN=eP( A), (2.1) 
上 rp 下 一 


由 此 得 到 (2.17.# 
3 定理 设 人 7,, nz1) 为 独立 Tv 序列 ， DY var(7,)<co， 出 


时 Sf 加 


SYA.—EY,) 4,8， 收 鳅 


证 记 刀 ,= 一 EY。， 则 EX 一 0. 令 $, 瑟 X;， 由 (2.1) 


而 十 Tr 


Pr SU 和 19 一 局 六 . 工 Yar(tX;), 


] 世 RT 起 二 和 + 


法 
| 
a 
i] 
守 
a 
Cr 

和 
2 
| 
bt 
Wy 
1 
A 
ah 
| 
总 
bt 
be 
Wh, 
Wr 


Plsup 1 一 口上 于 六 28) 扫 = VaIf 扣 四 


i | 
= jar), 
人 #00， 有 妈 千 } 
limP{suplSi— S| S28)=0. 
TR 白 , Tne 
所 以 和 由 党 是 2,4.7 可 知识 (7 一 EY 了,) as. 收 颌 ,# 


4 ”合同 若 1 六 ,和 V 计 刘 , 且 . 
[| ， 4,.3,,， EX,=0, 


1 
ii 心 一 富生 7， 





iT 
ji) 对 任 一 e>0， 有 
C+ey 
PlmaxlSi|&e)< A : (4,1) 


ii) 基部 4.85. 收 仿 ,出 EAs 之 99, 
了 7 一 外 如 
证 让 加 定 s>0, 令 T(@)=infik: |Sx(@)i 之 e》， 则 
SS 一 
王 了 为 YY， 是 1 之 外 《本 4 独立。 和 某 记 
Sim = Selet Sehr, 
而 
| 了 < 委 e 寺 人 7 


[Srl+ 
一 Inn < 
< s ， 当 T>n. 





| BK 
中 三 二 


"2 


1 上 2 由 
间 FE eT = ECXEir) tT 2 EN dicr ler tk, 
利用 1 时， 人 己 Tiper 独立 ， A 上 Tra 锤 立 ,HT 笨 : 
(Cte)ElIY Xcel:= DEXIP(CRET) 
= 鼎 =1 








PT nt I) mEXYS 
Kl 
由 (4.2，4max13i| 安 = {Tn+1)， 闻 


L 
1 


PlmaxiSi Se)= PT Zt Cte (EE ， (4 9) 


4 iri py EX: 
下 二 二 


妈 {4,1) 成 这 ， 
让 ) 注 这 人 nd.8. 收 全 ,了 肥 2 是 和 鹏 大 全 
Plmax | 人 | se 


二 (4,.3), 


2 
|! 
-一 
Pe | 
rt 
Ey 


念 Tr-eeco 中 有 名 EX.y 
J 
5 定 党 对 TY 序 放 ,R21 这 1}， 
(Yo, (5.1) 
则 逢 ( { 这 ,91 与 {Ys 1 守 1} 为 等 价 的 ， 
6 命题 车 {让 RR 字 1)，4Y i, R221》 等 价 , 出 


Le 


一 了 ,)) 2,8. 路 襄 6.1) 
对 数列 44r3， 右 Gn 和 so， 别 
lim 2- A [ 二 一 了 站 一 站 a. 3. (6.2} 


证 由 Borel-Cantelli 引 理 ， 从 85.1) 汀 挫 出 P(X 去 六 ,i 0.) 二 0. 
融 存 定 可 早 集 六 ,对 GEN" 存在 民 (@)， 当 > 丰 (w) 时 
AV) = DO). 
.Hg - 


故 当 四 乓 各 (XX. 一 了 ,) 至 多 有 限 项 不 为 替 ，(8. 1),， (6, 2 和 出 示 推 

Hs 

1 定理 三 级 数 定 理 设 1 二 1 六 1 为 独立 TY 序列 , 记 
一 大， Co [Ir ie 

由 级 数 名 和 .3. 收 手 钓 交 天 芝 件 是 对 某 一 (他 一 ) 8E ja,so[ ,直列 三 


个 级 数 同 时 收 襄 : 
和 PC a), DEX®, Dvarl(X®). 


注 在 充分 性 中 ,只 项 对 某 个 <E[0,ce] 成 立 妈 可 ,在 必要 性 中 ,可 对 千 
aE 10, oof 成立 ， 

证 全 类 作 人 egE jnecol, 记 4 一 (人 | 二 | 盖 中 ， 则 14 为 独 立 事 件 序 
下 ,出台 入 a,8， 收 葡 ,天 一 0 as ,此 P(A,i.0.) 一 0， 按 Borel- 


Cantelli 5 再 ， 
SPOXs FXO = BP Xs NSD) = BP( A) oo, 


判读 5 和 每 价 ，XOD 让 a,8， 收 化 者 虑 凶 阅 T,.Y， 语 
到 11》 辣 分 布 卫 相 于 独立 《由 定 拒 2, 5. 18， 


这 入 的 1 局 古 存 在 的 )， 这 村 > oa, 8S. 收 合 , 字 ( 计 一 了 a. 8 
脱 吉 , 由 4 六 全 分页， 

[2 ECXMY ,=0, 

Vart A Y=2varC aX) 
由 命名 直 林 铬 ， 这 团 var 和 A 一) 之 co ， 则 1 之 Var (人 人 ooo, 
攻击 南 定 末 ?3 站 维 出 ， > XEX) 3 3S. 收 剖 ;训导 EX 也 收 锅 ， 
生 按 定 征 $5, 和 由 加 Var(X9)<oo 可 推 由 (Xe 一 EAX)a. s 收 

部 。 攻 由 EX 2 收 辫 可 推出 翌 二 人,S 收 仇 ， 利 用 

A) = PPIX, > oo 
及 作 题 6， 可 挫 册 IX, a, 8， 收 放 ,#* 


+90. 


8 例 设 1 nl 为 相 本 独立 Poisson 分 布 r.Y, 序列 ， 
POXs—R)= "om , b=0,1,2, ,Nl 
| 
吕 XA a.3， 中 化 的 站 和 旦 条 和 件 旦 he, 


为 证 充分 性 ,让 定理 7 中 上 税 8 二 09, 基 这 人 二 站,， 
PX, | =0, 


EX VEX,=B hm, 
Vvar X= Svar ,= YM, oa, 
下 闻 演 ,4.8， 收 级， 
为 证 必要 性 ,可 在 定理 7 中 取 e 一 寺 ， 贡 
EP(OX.> 4)= BPX,*0)=T( ee ™). 


由 -下 述 级 数 化 ,局 有 宙 一 0 ， 坡 4 下 同时 收 俩 ， 


3 讽 设 1 和 sf 访 1 为 棋 计 怨 语 了 TY, 序列， 站 六 ,一 十 - 一 ) 一 子 


善 取 a 二 1， 则 革 , 二 六 的 ， 们 加 var XX 名 二 加 二 = 十 0， 节 恒 X， 不 


a. 8， 路 分， 看 Ronxworopos 0-1 律 ， 训 半 , 心 1.8， 此 散 ， 


10 ”命题 (Ottaviani 未 等 康 】 涛 1X,,f 访 ] 1 为 独 开 rf,Y, 序列 ,4 


5,2 为 止 数 , 
PO YX, Sb ohn—l, 
了 一 下 +] 


则 
Pax | ， vy 有 to PUT [>c), 
1 上 万世 吉 j=1 
I 上 E 了 S$.=X 


(C10.1) 


Ar={w: max |Sil<b+e, ,Sel>b+e}, 


C={0: 15S. Sb}={0! DH, Xb), 

Ax 吾 丰 相 友 , 旨 
> ACECT ne) 
又 和 于 AxEcr( 古 ji 实 间 ,发 人 Ac Cr 相互 独立 ， 因 此 ， 
PSd>oO EA) =D (A)P(CY) Fe DPAN) 
= 人 AR) =oP (maxis;|>0+e), 

外 过节 得 (0 1),a 
11 定理 生 1。 着 之 1 为 妹 六 了 ,VY. 序列 ， 则 | DX,a,s. 上 收 级 与 
并 革 。 依 概 这 收敛 是 等 从 的 ， 
证 “上 用 合 题 2,4, 10,， 人 sa.s。 收 化 忆 依 慨 率 上 政令. 及 之 , 南 立 邢 。 依 
肆 府 政委 ,对 企 一 a>0 及 00 六 有 座 ， 泊 更 ,8 之 订 时 ， 

PUT， POY XS)>1-6. 


J 二 I 


C0.17) 中 二 c= 二 ct, 4 二 1 一 上 ， 则 有 





让 +h 
PCsup | 3 Ti>2o< Ls PO BH Xl>e) < 8,, 
lo | 一 已 了 = 六 十 1 一 此 
4 20 
Pt Sup， > 3 
转 e 6 为 作 : 剖 正 数 可 行 守信 a.8. 并 人 乓 ,二 
, 11 定名 随 册 安 量 入 ,谷村 储 :-- 实 数 x， 有 


一 一 
则 称 人 入 捧 和 对称 分 市. 
容易 属 出 ,让 具 有 对 称 分 布 , 即 堆 与 一 等 有 相同 分 布 ， 若 {六 ij， 


ss 2 


jZP1} 都 有 对 称 分 布 且 和 相互 独立 ， 则 S$. 一 六; 也 有 对 称 分 布 . 若 契 
有 对 称 分 布 , 则 
P(XE0)= P(X20)> 3. (11.1) 


对 一 般 的 随机 变量 六 , : 歪 取 了 与 到 独立 且 有 相同 分 布 , 则 
z= —Y 
有 对 称 分 布 . 
12 命题 (Levy 不 等 式 ) 设 1。 Nn 这 1? 为 相互 独立 且 具 有 对 称 分 


布 的 rf,Y, 序列 ， Ss=X, 刚 对 任 -~ & >0， 


plmax Si>ej<2P(Ss>e)， 《12. 1 ) 
Tr 了 

Pimaxis;| ee)<2 PP(|S,|>e). (C12, 2) 
1 


证 业 似 于 命题 10， 沁 
Ar={0;: Max Se, ret, 
1 小 
一 {0 — S220}, 


则 由 (11.1) 知 , PCC 之 ,，，{At,k 庆 1) 互 不 相交 且 


VY ArCAC Se}. 
站 --] 
及 四 于 六 a EG 了), 及 站 与 人 相互 狂 立 ， 
PS,3ze] 六 立 P(AACOD)= 己 PAP(CC YY > P(A) 


一 上 PKU SA 一 LL Plmax Se ), 
2 下 二 上 2 1 守 才 夺 灿 
好 (12. 1) 成 立 ， 艾 因 《 一 二 三 阅 1 也 满足 定 型 条 件 ， 对 《一 下 小 用 


C12.1), A 
Plmin Se —e)= P(max (~ Se E22P(—5 ,>e) 


le i 


二 2 卫 (> < 一 e), 
将 上 式 与 人 12, 1) 两 端 分 别 相 加 即 得 《12.2) .4 
* 3 " 


i 


$3 天 数 定 人 律 


1 定义 设 下 一 { 有 1 之 十 为 YY 序列 S, 一 久 大 者 存在 常数 


序列 {gn} ,45a) ,使 
0 ad.8, (或 依 概率 ] 


著称 部 满足 强大 数 ( 弱 大 数 ) 定 律 ,也 称 S。a s 【〈 依 据 弟 》 稳 定 的 ， 
2 命题 没 { 玉 ., # 这 1) 为 独立 Fr v 序列 ， 3 一 裤 克 ， {8s 为 递增 


地 趋 于 十 ce 的 序列 . 其 当 nso 时 ,为 PCIXi| 5) 一 of1) (2.1) 


天 就 var( Xi lire )=0(1), (2.2) 
刘 取 oa— DP ECX Tres, ) 必 有 有 
pr-lim (5.—a)=0, (2.3) 
冬 别 地 ,者 (2.1) (2.2) 及 下 式 成 YY， 
6 ECX Tr em )=001), 





则 必 有 pr-lim 2 =0. 


三 


证 对 每 小 #21 及 上 所 j) 宝 m， 今 
二 [b+ 7 二 了 
1 


由 (2.1)， 加 PAYw#X) 一 识 P(IX1|>6,) 一 0(1), 故 


二 SB POY ,stX, 一 Of1) (2, 4) 








var (2*) = var (< -)< > Var( XT ry las, )=o(1), 


+ 和 


琉 世 ef6HIaes 不 等 式 ， 


人 5 0, (2.5) 


三 


而 ET SEY ,= DE(X, xr j<a = On 故 由 (2, 4)， (2. 5) 可 得 
{= 行 :1 


(2.3).s 
3 定理 设 {Xn 之 1) 为 i,i.d. (独立 同 分 布 )r.V. 序列 ， 则 存在 


潞 数列 Cs 司 
pr-lim (~ > Xi—C,)=0 (3.1) 
的 充 要 条 件 是 
lim nP(IX, 1>n)=0, (3.2) 
且 这 时 Cs 可取 为 
Cs,—=ECNX Tr an). 《3, 3) 


法 芳 EI 式 :|<ce， 则 也 
np(|X I>n)EE|X Tr > = 0(1), 
大 《3.2) 必 成 立 ， 而 
IEX,—C,|ElX, Tr» =0(1), 
所 以 这 时 必 有 
pr~lim J ™ X=EX,. 
nm TF 1=1 


证 “入 芒 (3.2) 成 立 , 则 以 Ix 表示 1 天 | 的 分 布 函数 时 ,有 
1 1 |” 
LEIXu:Lreen= 汪 | ydF ru(y) 


<2 [ypPUF >y)dy=00), 


所 也 取 了 站. 一 9 《2.1)，(2.2) 成 并， 国 而 按 (3,3) 取 CC 于，(3.1) 成 
， 


-> 设 1X/ N21) 是 与 {全 ,nn 之 1} 相同 分 布 相互 独立 的 了 .VY 到 
= Hb + 


史记 
一 一 
$= 加 X= > 
出 全 2， 和 对称 分 布 ,是 由 (3.1) 可 推出 
ws /1 fl ow 也 
0 一) 
区 由 LEYY 不 等 式 , 对 ft-…- e 记 0, 有 
PlmaxlSs}|>ne) 2 Po:|> ne), 
A 避 人 


max Iss| SS0, 
[1 


max|;| < < max!ls:| so. 
Th e+ 刘 1s fc 


由 于 ,对 住 一 0. 
[1—P( (X11>ne) 1"=H [1—P(|X;| > e)) 
=P(max| Xs|<ne) = P(= max | Xs] < 一 1 


改 (| 一. 
渤 六 表示 邱 , 的 中 位 数 , 印 
PKSEM) P(XIPN)> 3 
则 四 
可 PIX mne EP EMP XY — mne) 


—P(A.—m one, MNOD A A ne ), 


HAI—m ne) 2 P(N A >ne). 


P(X ~ He)E2P(XI— XI 一 并 2 
np{tlX—ml ne) 人 En P(A >ne 0. 
所 以 ,出 & 为 任意 正 歼 ,可 过 而 推出 
lim "PLXI|>n)=0, 


即 (3.2) 成 之 .# 
4 系 设 1 有 Miz217 为 下台 YY 序列 , 则 
Pr- -lim 二 > Xi=0 


Ti 一 5 由 了 一 


的 雹 村 条 件 是 
lim sn PO XI >n)=0, 
lim EX yn= 4., 


9 有 没 {xx) 为 实数 列 ，{ 如 为 一 递增 趋 于 十 co 
的 正 数列 ， 则 由 习 -于 ” 收 伍 可 推出 


lim -六 Di=0, 
证 令 bo 二 co 二 0，C, 二 ps Wx 二 CC 一 Cr)， 利用 六 bel 变 
换 有 
如 * = 汶 0A6 一 C0)=G 一 在 六 C5-b) 


由 于 bi 一 B10, 性 - bir ~bi)=1, 5 f ce， 故 上 式 右 端 第 二 项 
与 4C1) 有 相同 的 权限 ， 因此 
> >; 一 im C， 一 1mC 一 口 .# 

二 二 





,lim 


J p- ) A 1m 
6 人 市古 设 {1 针 ,, nn 字 1) 为 独立 TV 序列 ，E 忆 ,一 0，a3 一 E 瑟 2< co， 
记 
Ss = DX S23— Yo 
二 上 了 号 


* QF * 


若 5 一 ce， 则 对 任 一 en0 
中 








im 一 >” 一 0 a.s. (5. 1) 
™—" gs,(logss)i" 
证 i 于 一 了 中 | EY ,=0, 
slog sd)” 
VarX, _ S548.1 
“oF oT Blog se) sloR sj 
$2 dx 
< | 可 | 
<] x[ilog x ) t's 
加 2 3， 
由 积分 | -1 下 敏 ,下 习 Var(Y。)<oe， 由 定理 
上 


"5 (log sa)" 
.3 收效， 上 再 出 下 ronecKker 引 埋 , 即 得 (5. 1) 成 立 .s 
7 系 设 1 有 Hz21) 为 i id, rv 序列, EX, 二 0， EX2<o0,， 册 | 
对 性 一 ce 站 0， 


各 
lim ?13 一 0 as ， 
Ft + 一 1 
， -和 a 
lim* * (log rm)- (+) A 二 0 a.8,.， 
RR Eel 


8 定理 (Marcinkiewicz-Zygmund) 没 {X, nn 之 1) 为 iLid. rv 
序列 ，0 之 过 2， 这 时 存在 常数 列 {C,}， 使 


lim (六 Xj—C)=0 as (8.1) 
的 充 要 条 件 旦 2 
E | 所 |z< eco ， (8.2) 
是 这 上 时 CC, 可 取 为 
Op<l; 


(一 
{Ex 1 (8. 3) 


证 三 先 记 7Y sy 一 下 ,Tiso<wn 了 3， 则 由 命题 2. 5. 12《【《 在 (12. 2) 中 令 


=0>—1, ?一 1 一 0}, 
> p' ) 


FPOY, 2X) PUN, 2D P(X, | nr) oo, 


也 阿利 用 命题 2.5. 12 (在 《12, 4) 站 令 
2 上 
人 二 一 一 一 之 一 1]， B =， 一 之 ) ， 
p pb 
有 
Tins var(YA Vn ECX2 1 1nd) 


— Tn ?ECX en) 
因此 出 定理 2.3，n 了 (Ys, 一 EY。) a.s， 收 敏 ， 利 用 (8.4)， 


in- 了 (一 EY,) as 收 策 . 
车 0 过 p 之 1， 则 由 命题 2. 5.12 (人 相 (12.4) 中 到 
1 1 
— - 一 |， -一 一 | ) 
ox pj ~ 月 p r= 1) 


in |EY, [SBn rs ECX, | ) 
-yn FE(IX NX | <ns)} oo, 
联合 (8, 5) 可 得 Sn- Xx, a.$， 收 襄 , 由 ronecker 二 型 


二 入 
lim ns Ai=0 a.8., 
了 一 工 


+ 


由 起 联 忆 ,一 0 人，(8, 1) 成立， 


{33.4} 


可 推 得 


{3.5) 


若 1<p<<2， 则 由 命题 2.5. 12 (在 (12. 2) 中 到 = 一 > 


p= y=1), 


。 和 + 


Sn IEX.EY, | nF EX,|T, ,ny) 
Sin, a) 00. 
鼓 怠 1 记 ( 人 ,一 EX1) a.s, 收 化 ， 由 此 , 用 Kronecker 引 理 按 (8, 3) 


取 上 CC 时, (8, 1) 成 立 . 
站 pp 二 1， 则 中 (8.5) 下 Kronecker 引 理 ,有 
DX-EY)=0. a.s.: 


] 
1 了 一 1 


为 一 方面 ， E Y=E(AX, dir, iI<un) =E(CR) {fir <1)*EX,, 


(EYEX) 0. 由 此 即 得 (8.1)，Cs 也 取 为 #nEX. 


和 沪 若 {这 1 表示 1 社 1} 同 分 布 且 独立 的 TV、 序 
询 , 则 如一 和 一 和 有 对 称 分 布 ,是 


1 nn ， 
limn ?CW XC)=0 a,s,, 
1=1 


lim nF (YX: C0)=0 a,s.. 
名 了 二 
着 记 3 一 六 入， 则 
1 - 一 1 2 
全 X= FS (2) (1 一 1)- 闻 Dt_—+0 d,s3, 
由 Borel-wautelji 1 翰 ， 
1 
SPOUXI>ns)=D Pln? | Xi|>1) on. 


玻 由 从 题 2.5.12，E|XI|#< 之 co， 因而 也 有 E| 了 ,1*<<oo 〔 参 让 习题 
3) .+ 
9 系 (Konmoropon) 该 {让 # 字 1} 为 Li. qd, Ir.v, 序列 ， 


lim 二 YA 4.8. 


如 一 ge 震 了 = ] 


存在 有 限 的 充 要 条 件 是 E| 涉 1<c， 且 这 时 有 
: 100。 


lim 元 六 Xi=EX na as (9.1) 


m3 村 


10 命题 若 {F(x),n 汪 1,F(x)} 为 在 连 续 分 布 函数 列 , 日 满足 
j) 对答 个 且 理 数 +,， lim FP,{r)=F(lx); 
ij 对 天 的 每 个 不 连续 点 区， 
Hm F(x—)=F(x—), limF, tx)=F (x}, 


则 在 Rz 上 上 玉 。 ~… 致 收 化 请 . 
证 ”由 i) 可 得 对 太 的 每 个 连续 点 x 成 立 
lim F(x)=F(x). (10.1) 


父 出 让)， 上 起 对 一 翅 %E 史 : 成 立 ， 对 每 个 还 整 教 育 令 yx 一 一 oo。 
Xi 一 十 co 对 0 之 7 < 让， 今 


fk 。 ~ 
XY inf{ # Flix) 和 |， 
则 

F(x) 二 2 CF (x). 


对 每 个 ,和 除 {x9 0 才 站 所有 中 框 癌 的 元 素 后 所 镜 各 点 仍 以 {x 
j 字 1 下 示 , 四 半 Xxx 0 了 < 时， 
Fx) Fx)—F(x®, —) 
Sr) EF Oo )— F(x 
EP) + 
因而 
SP PS 一 下 smax|F, (x)—PF( x |) 
EE 了 
tmax|i x) — F(x 一 ?十 下 
) . 
自 《i0. 1 及 1)， 
lim sup| F(x)—F(x) | 二 . 


外 1 * 


bi Lb ll =- " 四 
: .ek 国 TT dr Te 四 


又 因 玫 为 任意 正 整数 , 故 丈 。 在 Ri 上 一 致 收 伊 乎 去. 
11 若 { 了 ,n>1) 为 id rv 序列, P(X,Sx) 一 F(x). 对 {XY;， 
LS 人 以 Yi 1 < 切中 表示 册 {了 1/，!1 扩 jj 所 n} 按 大 小 次 序 排 列 
得 到 的 上.Y、, 妈 

Ymin x, 


YO 扑 拉 这 min( Ai 人 
ji Fn 1 


下， 一 的 外 蕊 上 ;. 


又 记 Pi(2)= BY nC ss) 二 TCF )， 即 把 (Xe， 
各 门 硅 光 到 自 分 布 呈 的 子 样 时 ，F 区 2 为 子 样 的 经 验 分 布 菌 数 ， 
12 定理 {T.nupegko-Cantelli) 站 1 和 和 1 为 Lidrv, 序 
列 ， 王 。 控 上 段 规定 , 则 

lim sup|F {x)— Ftx)}|=0 a. 8,. [12. 1 
1E 洒 每 个 人 亡 六 和 公 VY ;= Tr; x9; MM {Yi,7 11} 河 1.1. FY. 序 
列 , 入 

PY=Fi(x), EYE(z)， 
?=1 


故 册 {9.1)， 存 在 订 略 集 六 (x)}， 当 ww EN(x) 时 下 式 威 立 ， 
Him Fw)=F(x)., 


记 有 = 出 Nm (8 到 有理数 全 体 ), NW, 为 可 略 集 , 昌 当 wE NG 时 ,对 


每 个 rE Ww 都 布 
mF lr)=F(r). {12,2) 


半 对 每 个 汉化 让 7 令 2 二 ren) | {Zy, jl} 为 i, 1, d. Tr, VY, 
序列 .而 
二 为 BF 一 )，EZi=F(x 一 )， 


* i02 。 


亦 由 【9. 1j 存在 可 覆 集 M(x%), 当 wt 以 (wx) 时 ， 

lim PP:*(x—)=F (x). (12.3) 
记 了 为 天 (xz 不 连续 点 企 休 ， J 至 多 方 可 列 集 , 故 点 ?一 (2 为 可 
蜡 集 , 当 wENS 时 ,对 和 鳃 个 XEJC12. 3) 成 了 并, 政 当 wmE 《NU Na) 和 寺 ， 


由 命题 11， 
limsup|P'(x) ~ r(x)|=0, 


即 (12,1) 成 并 # 


84” 停 时 与 Wald 等 式 


一 ， 停 时 上 与 适应 随和 变量 序列 


1 定 党 设 (2, ,多 ,站 ) 为 完备 概率 定 间 , 入 二 0， J 2, 代表 非 

人 负 整 数 全 体 、 若 . 实 的 于 og 域 族 下 一 4 多, nEVWN} 满足 

i 入 和合 一 切 , 区 中 汐 可 暗 从 ; 

ii) 对 每 个 nnEN ,FC 世 多 1 忆 沪 ， 
出 称 玉 为 go 域 流 (Filtration). ( 旭 ， 学 ， 下, 了) 党 称 为 带 流 概率 空 
间 。 

直观 上 上 ,有 学。 开 了 到 和 站 为止 的 已 条 信息 或 事件 域 。 兰 取 多 二 多 或 
多。 一 可 SAY AAA 表 罗 中 可 略 集 全 体 ,w 表 平生 成 e 域 ) 部 能 
满足 流 的 昔 求 .后 者 又 称 方 1 和 和 iiE 和 的 自 此 流 ,还 节 取 

FMI oT, nEN). 


以 下 我 们 都 在 固定 的 带 流 概率 宇 间 上 讨论 问题 . 

2 定 湾 设 ( 旭 ,多 玉 , 了) 为 带 流 概率 空间 , rr. VY. 序列 {XX,, tn21 
(或 EN)} 称 为 过 应 的 ， 若 对 每 个 nn 字 1 (或 1IEN)， 六 ,EF 你 讼 
太一 {Xn 02 字 1} 是 一 月 概率 空间 (村 , 实 , 站) 上 的 了 ,VY. 序列 , 褒 取 再 
为 下 的 自然 流 , 则 天 必 为 适应 的 , 且 玉 是 使 总 适应 的 最 小 o 域 流 . 


"3 。 





5 定义 设 (02, 字 ,下 , 了) 为 带 流 概率 室 间 ,只 取 非 负 整 值 的 r,Y. 
《本 有 取 十 ceo 称 为 售 时 , 若 对 每 个 nE NN， 
{OO) EN) C.F,, 
或 千 价 地 (fo: 了 (0) 二 七 . 久 ，。 停 时 的 全 体 记 为 多， 
六 EN, TIO) 也 是 一 个 停 时 . 
4 命题 设 瑟 为 R' 上 仔 一 Borel 集 ,于 二 {shENY 为 适应 Fr. v. 
序列 , 虽 
1 Tso) 一 inf{n: X60) EB 为 停 时 ,Ty 又 称 为 初 遇 |; 
站) 在 了 为 停 时 , 则 
Stol=inini:iny>T(o), .mEB} 
也 是 停 时 ， 
证 i) {Ta=—ni= NN (A EBODII(A, EHP)ES,, 


和 {S=2)= YU {T=A) Nn ELSIN EX ELBED, 
由 这 一 命题 可 看 出 ， 命 题 2. 2 及 2.4 证 乌 过 程 中 引进 的 TCo) 都 
是 停 时 
5 和 例 设 半 二 {人 3 党 中 为 让 有 TY， 序列 , 昌 P(Xw=1)=p， 
PN,=0)=1 一 p， 义 {FnE NY 取 为 蕊 的 自然 流 , 念 
Tw)= intR: X= 1}, 
Tu 0) =infik: kT,, X=1}, nl1, 
由 由 命题 4，4in, RR 访 1? 玫 吓 保有, 上 H 
PTi1=n)=P(OX = 0, Xs—=1)=9g"!p. 
汉 而 PCT<co) 一 !， 印 也 为 有 限 停 时 ， 而 Xn.=1， 对 Ts 亦 可 奖 似 
地 考虑 其 分 行 ， 
6 定义 若 了 为 停 时 , 令 
Fb: BEF,, VrEN, BT=n) EZ,) 
~{B:iEF,, VaEN, Bl(TAEn) ER,}, 
MI Zz 称 为 了 前 事件 0 江 
容易 验证 多 z 为 域 ， 多 CC 多-， 且 对 正 整数 户 当 rm 时， 
“1024 = 


| 


T= 
了 命题 设 工 为 停 时 ,出 
i) ME 多 rz 的 充 要 条 件 是 4 可 表 为 
A=U[AAT=n)JULA Te) , AEF,, A.EF, (7.1) 
ii》r, VY.EE.r 的 充 要 条 件 是 § 可 表 为 : 
上 一 全 Er 十 上 = Ce EE 
TE i) 入 4 后. 学 了 ,全 A4,=A(T=n) 总 A,.=A(T =00),W 本 已 . 光 ，， 
4 EF ,上 (7.1) 成 立 ， 及 之 ;由 《7,1) 规定 的 好 不 难 按 定义 和 直接 欢 
证 扣 全 滨江 
1) 类 位 于 匀 证 明之 .4 
8 命题 i) 若 半 ={X,,8E€EN) 为 适应 序列 ,TE ,A rioydrewy:o 
万 多; 
ii 若 天 二 {XNEN} 为 适应 序列 CN={0,1,* ,十 oo1) ,TE 
WN A EP, 
证 二 
A lire ey DY Xlirew : 
人 7 = EX 十 这 rm) 


由 命题 7， 有 rr 和 过 ?7 部 是 这 呵 测 的， 二 
9 命题 TEF, lr, RL1?CF, NM 
i WH REN, TEE, 
ii} V Tr ATrET. 
iE i (Tih=An)=(T an) EF, (nk ). 
ii) (CV Tres) = | (TR) EF,, (A 人 Trn)= J 【了 rs) 和 .党 .+ 


10 命题 设 S, 人 EZ. 
i) 藻 AEFs, WACSET) EH, A(S=T) EF. 
ii) 洲 人 ST， 则 久久 7， 


® 105 。 


证 i) A(SET)(T=n)=A(SEN) T=n) EF,. 
ii) 对 AE 多 s， 帆 i A 一 A4(S7)CFT， 政 久 :过 久 1 
11 例 醒 设 TE3 ,AEF1 ,WN 
7 一 7 了 7 十 (十 coj7ee EF 
:和 称 为 了 在 4 工 的 限制 ， 
证 《4 一 了 一 人 (人 一 自持。 # 
12 例 设 {5 R21}) 为 1,i,d. fr,Y, 序列 ， 


P(X,= + 1 一 部 ， 


T=inf{rk:Si= 1}, 
呆 由 省 题 4， 了 为 在 时 下 机 我 们 来 汶 二 的 分 在 ， 由 于 
(Tm {max 5 人， (S11)C(TSn), 
Tw jn 


《了 二 一 (了 二 91 十 (Tc 1 ) 
~(S 1)+ (Tn, 9 <) 


P(T<n, S,<D= 己 PCT=h, S$,.<1)= SP(T=h, Ss S10) 
一 习 PCT= 让 P(S, 一 Se<0)= > P(T=RYP(S,.— S00) 
下 一 Fp 


= PIT=R, S,—S,>0)— > PT=h,S,>1) 
一 PUT Si > 1)=P(S, >1)=P(S,<—1). 
在 此 ,第 三 个 等 式 利 用 了 (7 了 T=) 与 S$ 一 SS; 独立 的 事实 ， 第 四 个 等 式 
和 最 后 一 个 等 式 利 用 了 Xi, ,一 Ss 入, 都 具有 对 称 分 布 的 条 件 。 由 
上 起 可 行 
忆 (T>> 站 二 1 一 PUT 二 站 一 1 一 PULSE 中 一 EU0S < 一 
=P(S,=0)+P(S,=—1) 


En 一 0) 一 (处 包 表 广 于 ， 站 一 全 仿 
PKS， =—1)=(2" (#4) "1, n=2xH—1 


2 


一 一 一 . 


RT 


ee 


由 此 可 网 TT< 之 oo ) 一 1， 其 为 有 限 售 时 ,但 办 于 P(T>>n)= 十 oo， 
训 Ef 一 cc， 用 类 侯 的 方法 还 可 讨论 停 时 了 工 一 infifge:ox 一 点 的 分 布 . 


二 、Wald 每 式 


13 定义 适应 序列 {N17 称 为 关于 gag 域 流 也 独 立 ， 右 为 每 个 
?O(n) 与 ,1 独 宦 。 

关于 下痢 广 的 rf, Yj 主 烈 本身 玫 人 名 r.VvV， 序列 , 企 一 独立 rf.V. 
序列 甘于 其 自然 流 也 必 汶 独立 的 ， 令 后 耕 涡 流 概 率 空 间 中 车 不 引起 入 
请 ,关于 站 闻 训 院 称 其 为 纯 六 的。 。 
14 定理 :交友 ，7 碎 1])》 轨 甘于 可 独立 同 分 布 T.Y, 序列 ，T 了 为 有 及 
停 寻 ,内 

1) 史 ， 与 ol 六 yy 六 x) 相互 独 蔷 : 

ii) (Ain 1) 广 半 于 《加 这 1) 适应 独立 回 分 布 了 .VY., 厅 
列 , 且 与 {4，， 8# 空 1 有 相 何 分 布 . 
证 若林， 为 奖 炊 ,Ey， 利 用工 为 有 限 倍 时 ,有 有 


PLAM CXT ED PIACT=R) fi Xen))} 


‘As 7 


”PUT 一 外 PT (Xe)}. 


二 


二 人 
(A 独立 ,因此 


i 


这 里 利用 A(T= 有 ) EF 
PUT (XrreEA)}= BPATERNPON Xe)) 
=S PAT POXr EI) = PV P(E). 


特别 地 令 有 = 9， 有 
i07 。 


PON (Kr)) = PX), (14.1) 


PI{AN (Xrrh)}=P AP ON (Xrn<h)}, 


即 .多 7 与 or n 字 1) 独立 i) 成 立 ， : 
由 命题 8, {A n>1y 苛 i 8- 六 1 适应 的 ， 由 1) kl 
与 这 锤 立 ,再 由 (C14.1), 


PAN Crt) = 1 PXEN) -HH P(X SN), 


故 1) 成 立 .# 
15 定理 (Wald 等 式 ) 设 站 二 {X71 这 1 为 关于 下 独立 同 分 布 


r,Y, 序列 ,个 为 停 时 ， S,= 卫 天 ;， 若 六 | 淮 可 积 ，ET<coe ， 则 
ES,=ET.EX, (15.1) 
证 ”多 设 POO 主 0) 王 1， 由 Levi al 惠 ， 
E(Sr)=E( BB Xie )= SEX = EXIEla>» 
=EX BS P(T 1) =EXET. 


在 于 式 中 第 三 个 等 号 臣 由 于 (了 TT 窑 7 站 一 (Tj 一 1)E 多 ;1, 碟 二) 与 
(Ti) 独立， 
车 廊 | 为 淮 订 积 的 ,不 妨 沪 ET 之 co， 则 


ES'; Ed > X71 )=ETEXTo0, 
因而 Sz 为 准 可 积 的 ， 对 入 了 ,XX 可 分 别 用 (15.1)， 并 由 
E(Z XT ) 00, 
有 
ESe—E(D CXI XI) EC Kil )—E( DI Xl ) 
=ET.EX+—ET.EX,=ET.EX,, 
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定理 证 毕 . * 
16 宗 理 (Wald 等 式 ) 设 天 一 {《 丰 vi 六 二 为 关于 页 独立 同 分 布 的 
工 .Y。 序列 ， EX,=0, EXI= ooo, 2 为 一 有 有 限 停 时 ， Ei < ooo, 


一 1;, 
1 三 1 
风 ] 
ES2 -==02ET (16.1) 


证 记 T(#) 二 min(T, n)， 由 命题 9，T{n) 为 有 界 停 了 时， 又 记 
上 7 一 改天 rz) 和 
有 
Si 一 人 | Kil rsp = 了 7 
j=1 了 = 
当 1 天 了 时 ,不妨 设 te 由 了 rs 六 省 rz 改行 
EY jY ,=~=EXyl rr Nd rmt) =EX jEirs py A dr 二 人 ， 
有 即 4;, 1 夺 j 和 Rn} 相互 正秋。 故 当 之 # 于 ,有 


Eon drm) =E( 2 Nd ) = 之 E(Ajirs) ) 


j=m+1 


=oE(B een — Dl)=0 (ET(n)—ET(m)) 《16.3) 


ES =0E( 加 Lor) =oET(n). (18.3) 


当 8 一 ce 上 时， 二， 并 册 了 工 asS 有限， 卜 Sr 了 ra.3,。 上 
Levi 引 理 ， 上 (TCD TE7<eo， 慌 4016.2) 石 端 趋 于 等 ,因此 

rt 一 or a,s, 站 过 
在 《16,3) 中 令 rn 一 oo 即 得 【186.1).+# 


小 络 


未 说 和 下 一 章 在 前 两 章 建 立 的 用 测度 论 术 语 规定 的 委 率 空间 基础 
上 展开 了 对 概率 论 问 题 的 讨论 。 本 它 是 国 线 独立 性 展开 各 种 问题 的 讨 
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论 的 。 独 立 性 是 概 尝 论 中 景 早 引 入 的 概念 之 一 。 独立 了 ,VY. 序列 的 性 
质 也 是 计 认 最早， 结果 最 多 的 一 个 方面 。 重 然 以 后 的 讨论 并 不 局 限于 
独立 了 YF. 序列 ， 和 对 菲 独立 TV. 序列 的 计 论 ， 从 方法 到 结 采 者 可 从 
独立 T.Y. 序列 的 讨论 中 得 到 不 光 启 发 和 异 鉴 。 

$1 从 事 待 独 王 性 概念 出 发 缠 入 了 事件 域 和 随机 变量 的 独立 性 
概念 ， 了 本 后 恒 介 绍 了 两 个 最 基本 的 堆 宣 律 Kormxorobpoa 霍 壹 律 
和 Baorel-Cantelii 引 理 。$2 讨论 了 独 二 TY，Y， 序列 构成 级 数 的 路 
数 性 ,其 最 一 般 的 结果 是 其 omNoropoas 的 三 级 教 定理 2,7. 在 证 明 这 一 
定理 过 程 中 用 到 | En Kormoropon 和 不等式 2 ,2 及 定理 2 .3 都 且 十 分 有 用 
的 结论 。 独 立项 锯 数 的 另 一 个 重要 结果 是 定理 2.11， 而 证 明 这 一 结 采 
了 时 用 到 的 虽 ttaviani 不 等 式 2 10 和 Levy 不 等 式 2. .12 都 是 十 分 有 用 
的 .它们 和 民 Dmsoropos 不 等 式 部 是 用 来 个 计 己 (max |Si|>a) 的 。 有 3 


讨论 了 大 数 定律 ,包括 缠 大 数 定 律 和 强大 数 定 律 。 在 这 和 卸 , 强 大 数 定律 
是 用 $2 的 结论 加 上 Kronecker 引 理 3.5 来 证 明 的 。i i. dG. 场合 在 
这 里 都 有 较 充 分 的 讨论 (3.3, 3 4 和 3.8，3.9]， 而 截 是 和 对 称 化 方法 
是 证 明 中 经 常用 到 的 方法 。§$4 内 容 不 仅 与 独 亦 性 有 关 , 而 县 村 多 地 
是 与 下 一 齐 的 区 有 关 。a 域 流 和 售 时 已 成 为 现代 概率 论 和 随机 过 各 中 
最 基 永 的 概念 。 本 章 和 2 在 证 明 许多 不 等 式 时 ， 事 实 上 已 多 次 用 到 停 
时 的 概念 与 方法 ,这 里 只 对 个 时 及 有 美 性 质 作 初 涂 的 介绍 ,并 在 这 一 节 
最 后 的 几 个 定理 中 对 ,独立 rT Ww 序列 运用 了 这 些 概 念 推导 Wald 等 
式 和 其 它 一 些 结果 。 





本 县 
1, i) 对 性 意 事 御 到 {Ey, 1 夺 7 所 mn} ,i 上 有 
P(U Es > 忆 一 1 庆 ，。 由 BiEn; 
ii) 太 对 每 个 1 上 1] 守 1 为 独立 事件 询 ， 昌 
lim 2 P(EP) =0, 


* 1G + 


证 明 


"| tn) 
Pod ey 


i 一 -- 一 -二 1] 


1 二 1 


. 着 r.v, 六, 相互 独立 ,证明 让 车 PCT= 了 二 1， 则 必 有 有 常数 c 售 
PlY=Y=r)=],; 
ii》 才 POX=Y)>0， 则 必 有 常数 c 合 P(X=Y=c) >0， 


3， 若 r,v. 于, 了 相 斑 独立， ElX 十 YI? 了 < 吕 ,p>0 ,证明 El Xl? <<‘, 


EYit< 0, 
+ 若 i 为 独立 对 称 分 布 TY,} 于 


PUE Xr1SaMD)=1， 
证 明 
P(E Xi EM) =1. 
. 落 钱 ,为 独立 同 分 布 r.y.，m 为 禄 的 分 布 的 中 位 数 ， 即 
P(Xm)> P(XEm)> 二. 
焉 月 对 住 一 ce， 各 
PIX—mesc)t2P(Y —Y ec), 


下 人 一 | 2P(| xX—r|c). 
， 详 《这 11.i, 届 . r.¥. 序列 ， 


PIX1T=0)<1, Sn= BX N21, 


三 明 ; 对 每 个 ce>0, 存在 整数 nn, 使 P(t|S, |> ce) >0。 
， 震 {14 为 独立 事件 列 ， 


PP( ABLE U 了 一 1 


证 有 归 忆 (4 io 一 1 
， 设 {Xo N11 为 独 让 -7 序列 到 下 2< so ,证明 Elsup X40) 所 0 


说 《下 下 让 寺 广 让 id. 别 朱 加 量 序列 ， 


- ,sn 1 
Pl = (el1,""" ,ek) 3 


"Til* 


10, 


11. 


12, 


13， 


14 ， 


15, 


168 


坟 六 
其 中 ey=1, 0,~1, 莫如 e3=1, 试 证 当 =3,，PP( 写 X=(0, …, 0) 


i. 0.)=0. 


和 在 《 下 让 TY. 订 有 证 明 下 列 各 个 条 件 委 昼 : 
i) lim -al < a.s. ， ii) BP(I XA, nN) < se， 
iii ELXi1|< en ，iv》 lim 二 = 一 0，3 8. 


让 了 明 对 站 id.rr. 上 庆 列 1 第。 ff， 下 (1im 大 一 十 =1 的 充 齐 条 件 是 
不 1 为 无 界 的 ， 即 天 (XI 之 6) <1 对 每 个 ec<c 成 立 ， 





若 {Xoy n>1) 为 id. fy 序列 ， 忆 (下 0)>0， 证 明 P( 忆 XX。 收 全 
天 限 ) =0. 
人 为 .id 了 .Vv ,了 诈 列 证明 

lim A 一 心 .5 

导 全 4 log 


的 充 台 条 件 是 对 其 个 ( 秆 一) ec 0E (ec < = 、 
设 {pi R1}) 为 .f)POXX) =e-*?7， xO， 则 


~L1= 
Ps T=) !， 


中 可 
和 车 P(X1 = = 0 * ,k=0,1,2,…。 则 





rE 





. 一 
《于 利 H 一 本 


计 和 和 和 区 为 逢 羡 Y.y。 序列 ，EX ,一 0，EX3< co， 证 明 
Et maxi 也 Da/ 荆 EX2 ， 
lken 3—= 1 下 二 
读 11 为 非 全 独立 rc, 序列， 和 全 对 菜 个 cd 
POXGTe) < oo:, ZE(Xs Mc)< , 
nH 之 久 n8,5. 收 全 . 友之 ， 营 五 半 n&.5, 坊 仇 ， 则 对 皇 一 上 >0， 上 述 两 个 
级 粕 同时 收 就 ， 


» 1l?.， 





ti 了 。 


[8., 


19 . 


20 


22 ， 


23 . 


设 1R4， 1 为 六 并,Y. 序列 . 让 深 EX,=0,， 甘 
DEXS Txmei t+ Ei Xllixas1)< 0 
则 加 对。a.s., 收 伊 ， 
ii 若 存 在 1C，0<QnS2， EEI Xn») 0, 且 当 1 所 0n 拖 2 装 ， 
Es =0, 央 至 天 sa.s， 哎 几 . 


若 gplx) 为 加 上 正 的 担 滞 数 ， 下 x>0 随 xx 递增 时 
fr mx) 
1 上 上 虽 


人 {Nn nl1} 区 省 这 FPF WV, 3 ， EX, ‘6 } 汉化 增 正 数 列 
A 证 明 到 -再 o 这 齐 
之 glbe) ~ ， 加 J | 之 F, LE 


设 人 js， HE1) 汶 怨 主 了 Tv 闻 州 ， Ei Nw! 靳 EXn=0， 
4 





i 击 王 





ii) 填 Elsup:XofD)s ”参半 E 工人 < m 与 习 天 。a.s. 收效 等 价 . 


井下 和 1 区， 
下 二 


《n+ 为 实数 列 ， 谍 证 Za, as. 归 荔 史 充 杰 条 件 基 Bar %. 


， 度 全 A 人 人 


则 写 二 2.5. 上 收 彼 的 苑 要 条 儒 赴 守 jrs,， 台 gq2 有 间 时 收 亡 . 
说 》 革 四 分布， 六 二 gE? 则 a.53， 收 部 的 充 
要 条 作 是 马 41< 一 ， 


三 下 下 爽 条 件 之 一 成 了 江 ，; 
i) 对 nil, Ba ji A A ee 对 #1] ， Ba 与 
td nt dn at ] 亚 肛 | 
PUY AnBi)PPCY AnJiaf PCB,), 
并 出 此 蕉 出 Ottavriani 不 等 式 ， 
设 Xn， 有 字 1} 为 独立 rf. 序章， 


* [13。 


34 


25 ， 


26. 


27 。 


28. 


2 号 ， 
30 


31 ， 
92 ， 


So=B XY 
zf 六) 表示 了 的 中 位 数 ， 证 明 夺 和 任 一 >0, 得 
A ma [Ss— mS Sn) 
P{maxlSi—m(S™— Ss) [eR2P(| 5S, [| 完 £)， 
jm 
并 由 此 不 等 式 扒 出 命题 3.11。 
这 rv 序列， 垃 
二 一 二 一 == “一 一 PP 1 ha 1 -== 二 
P(X1 = PA ~ 2, c 入 机 


试 证 ，. D3 Xj >0, 但 - p> 并 六 8.s. 收 全 于 0. 


1 

1 好; 

震 i FY, 序 ?1 ， 且 对 某 个 Pe [1 .2], Zn?rElX,|? Do , 

证 时 lim 一 一 EE XI 一 0 a,s,， 特别 地 对 独立 fr。 序列 {XX， 
a = 


Nn}， 若 ElXs 00， 则 
lim > (Xj—EX)=0 a,s. 
了 1 


车 了 入 节 上 为 ii.drv 序列 EX 一 十 o，EX< es， 则 
1im 寺 > 上 ;二 十 .5,， 


Ti er 
诬 放 后 计 ， 计 0< 丰 袜 2 
?三 .| 


1 
若 lim 7 1 二 ELX11 ?< 0, 


入 于 


查 
基本 区. 若 E|i1|? 志 0, p 守 1， 


ml SEX a.s,, Lo? 

设 扣 ,7 为 售 时 ， 几 有 十 了 ,57 凡是 售 时 . 

如 了 汐 停 时 ， 诈 由 VY yg 二 党, 

设 呈 ,下 沿 掉 时 ， 则 可 gprr 一 加 SYS gnn 二 gr. 

设 1 有 8 空 二 为 四 独 宇 fr 序列， Es 二 0， supE|X。l<%, 个 为 个 


TT 
ET， ME( 2 XX)=0, 
Pe 


”| 上 14， 


33, 


3 时 ， 


36 。 


47 . 





聘 a 1 Ye) 分别 为 ii.d、 rv, 序 3], EX 二 EY,=0， 
EX2< ,EY3<o 吕 又 了 为 区 时， ET< 吕 ， 刘 


EC 3 Xi) 习 一 E7EC IT) 
.一 二 


设 4 o, R17 沪 1.i.d. rr.v. 序列 ， 间 (和 一 1 一 吉 . 呈 (和 -一 人 一 1 一直. 区 
TI =infik: Xk=1}, Tnri=inf{ Ty 一 的 
4 市， 

设 《4p 1} 沟 和 ,dr.Y. 序 放 ， 于 1 为 [0,1] 上 均匀 分 布 . 又 


总 祈 
T=inftn,23 XiP1!, MET=e,E(D, XN) ~3. 
7 一 = 
设 《下 兰芝 1 沟 独 涝 YY, 序列，EXs=0, EX2=o2< 之 为 位 时 ， 
且 E( 到 oj)< ~, 出 | 
TT 2 
El BB X=E( D0}), 
42=1 7 二 1 
若 {证 s。，f 社 1》 为 id rr 序列 ,号 为 Borel 集 ,，P(X1 EDD>0, 


T=in{f{n: Xs EB}, 
2) POT< 0)=1, 


ii 二 rr 与 习 和 独立 ， 
iii) 若 ElLXi<o0, WM] EXr=ELX re pl]ET. 
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第 四 章 ”条件 期 望 与 革 


Sl1 广义 测 震 


一 ，Hahn-Jordan 分 解 
1 定 可 测 室 间 ( 绍 ,多 ) 上 的 家 位 LL 一 ee, 十 ww] 的 倍 鸭 数 只 
着 满足 站 K( 休 )=0，iD 克 ( 习 A 旭 一 六 &40D, 则 称 # 为 广义 测度 或 变 
号 测度 《有 时 也 把 广 浆 测度 称 为 测 诬 ,而 把 定义 2.1.2 规 定 的 调度 称 为 


正 测 [ 度 ?. 
若 【 吕 , 罗 ,4 是 测度 年 间 , 子 六 其 相关 ? 可 租 渔 数 ,由 


nA)= {f(Adx) 


就 是 一 个 广 沁 测度 ， 
站 下 汶 广 浆 沽 上 度 , 它 此 定 是 有 限 可 加 的 , 即 


ATB)=ut A (BD) 
义 站 ) 意味 着 其 右 端 EC A) 总 是 明确 方 尖 和 的, 即 不 会 发生 (十 oo) 
十 {一 00) 的 林 定 天 .| 国 此 C2. 六) 的 广 关 测度 次 趟 会 丙 时 取 到 十 ee 
和 一 co 若 不 然 , 4 一 十 co， 由 好) 一 一 ce ， 骨 为 了 伐 和 式 有 确定 合 


六 ， 必 有 
HAUB)=A(A)THLAN A)=+, 
AAUH=HuB) +A AN B= 0, 

这 将 引起 六 朱 ， 所 以 令 掉 郁 达 罗 上 在 J 一 ,十 9] 取 位 ， 类 所 于 命题 


2.1.1. , 若 = + 好, 贡 | A=B' (An— A,!) (4 = ), 


和 1 全。 


lim #(.A,) =lim SA 41)= Pudi—As) 


= 区 SA 4)) a4). 
若 A AHACA DT ,A (A). 
2 引 理 入 站 为 【 妇 , 多 ) 上 的 广 灾 测度 , 则 必 存 在 以 EE 名 使 
:CC)=inf (4). {2.1) 
证 证 疾 王 infaf4d) ,出 对 每 个 4 必 和 有 -4 多 ,使 


(A) LBV -n+ 


取 4= Us 7s={ 让 和 :和 一 4 或 所 二 4 一 441, 则 .27。 中 集合 是 
Hn 正三 工 


对 有 4 的 一 个 分 面 ， 凡 随 # 增 天 分 前 将 越 来 感 细 《本 .oo 中 集合 都 是 
sl 中 革 些 焦 侣 的 并 )， 今 
B= UU C,, 
es 2 
则 Ba. \CB,U "Be) [A ni 下 知 干 个 Cs 之 并 构成 ,及 这 起 Cs 
者 满足 &(Ci)<<0, 故 对 9812>n, 有 


BV (mtn >A ) > uA(B UB Uw UB ) >u( U BoB 


取 C=JimB,E 多 , 则 U BC, 由] KCU Be)<oo, 故 
HC)= Hima U Be)=#, 

顺便 也 得 到 了 BB 计 一 oo ,xy 
3 定理 (Hahn) 车 上 为 可 测 宅 间 (8, 实 ) 上 的 广 半 测 变 , 则 

i) 存在 堪 不 相交 的 DB ，D-E. 实 ， 合 如 =D*: 十 D-， 且 可 浏 集 
ACD(D) 有 LA) 0): 

i) 车 介 = 呈 十 DD", 且 对 可 测 集 4CCD+( 妨 -) 必 有 

4 ) 守 0 (0), 


* 1]7* 


则 六 -和 ADD 三 -和 AD) 的 一 可 订 调 子 储 都 是 二 堆 保 . 
证 站 荐 CHF) 册 定 ， 坡 D+=C",D-=C， 则 当 可 浏 集 ACD- 
时, 汪 (一 A) 守 ,可 得 
AA)=AD uD A j=0 
可 和 ACDIAT 十) 守 太 ,可 冬 
HAA A YA DIEA— P=0. 


i 水 ACD\ Dr", 中 | 有 导语 7) 这 0, 田 ' 一 方 人 而 , ACD'Y: 
一 万 -， 访 一 0， 芝 位 屯 ， 当 ACDND1 时 也 在 
KA)=9， 所 内 ,DAD" NH 一切 林 测 子 集 几 是 上 过 华 .也 可 同样 证 且 
万 -人 万- 的 可 济 季 集 右 癌 一 体质 ， 


4 定理 {ordan) 在 站 泊 可 市 宗 闻 【可 7) 上 的 三光 测度 ,5 由 
{2.1 菇 人 人 人 三: 笃 ， 生 外 


H(A, tA}= nAC), (4,1) 
由 

下 一 SC 时 .党 {4 2) 

并 一 SP 一 上 有 于 五 大. 中 {4.3) 


i 让 水 # 二 yj 一 J Hy 后 车 ) 上 和 测度, 则 对 每 个 4E 少 
有 
CAE ), HS 
和 证 和 由 定理 汪 的 宝 和 关 和 加 为 上 测度, 取 
(A) = AC A AAC) (1 (4), 
2 和 -一 可 涛 从 CA4， 
AB)=A BI a ye 
本 sup {u(t BI: DE ,HA Eu (CA), 吉 地 如 二 AC 用 知 (4.2) 
成 六， 同性 可 i (4.3). 
ji) FH 二- 
se (A)= A ACI EN ) En A) 
11s" 


HH 





同样 可 证 2 《Js 本 )， 
5 定 灾 若 上 为 可 测定 间 (82. 久 ) 上 广义 测度 , 按 定 坪 3,9= 上 + D" 
称 汶 空间 着 六 的 Hahn 分 解 ， 谱 定 肥 4， FH 二 1 一 上 称 为 4 的 
Jordan 分 解 ,， pH 及 |i 二 十 上 分 别称 为 所 的 迁 竖 差 ， 人 负 变 差 
和 会 变 差 ， 对 广 迁 测度 jGpt; 找 们 纪 定 

Hv ", 

让 六 让 二 一 (4) . 

再 直 人 是 测度 2 富 门 为 二 二 的 玲 可 各国 娄 ， 则 关于 广 立 型 


和 AL) 一 | oneo) 守门 和 的 Hahn 分 解 为 
{of 二 {of nm) 0 
而 上 & 的 开本 基 , 信守 益 宙 宇 业 芝 从 用 四) 一 max(j(tom),0),) 
DI (do), CO 一 | 广 (oi(do)， 


(0 一 Ce) Adw). 


证 在 (CL. 1 ] ,六 rn 上 ， 
pi( 4)= jc 中 00 一 站 1Cz))ax， 


tal A)= Vf, C+, (dx, 


则 | 

maxtxtLo,1)), natl0,11)=0F1=(tH Vv A ) (Lo0, 11). 

由 ahn-Jordan 分 放生 王 ， 对 三 六 测 度 的 很 务 甘 题 鸣 研究 于 可 
和 种 下 可 民情 下 及 车 虚 ， 
8 系 对 人: 有) 三 闵 测 刘 二 下列 于 汉人 伯 是 等 价 的 ; 

i) pg 为 三 旦 的 :Sup H(A) | eo, 


ii) 4 为 有 限 的 ;对 签 个 AEF, |g(A)|< 过 oo， 


"1 * 


iii) pL) eo, 


二 ，Lebesgua 分 解 


7 定理 (Lebesgue) 设 { 惨 ,学 ,局 ) 为 收 率 空间 ,vw 为 其 上 航 有 限 测 
度 , 则 存在 唯一 的 了 E 大 (和 ,区 ,局 ) 及 可 略 集 诗 , 使 对 每 个 必 记 了 卫 有 


(=|/(e)P(do)+wC4N) (7.1) 


证 记 儿 一 和: 为 了 TY | Yap V4E. 多 )》 则 
1) OE 汶 非 写 的 ，; 
i 在 闻 了 和 和 关 , 砷 站 
|GrvrsaP= | ydP+ | VaPp yl A(Y SY,)) 


ACE LSPs! A FTE) 
+ ACY YE,)) = ), 
YYV iEY:; 
i) 基站.E Yt 由 LLévi3l 埋 ，Y EF. 
国 此 按 命题 2.4.3 及 注 2.4.5, 加 有 最 大 元 f, 匡 


| Pdo) a) VAEF. 
记 vr( 4)=v(4) 一 [fdP,4E.F, 它 是 一 个 测度 . 又 以 Dr 表示 9 


关于 w 一 -已 的 Hahn 分 解 ， 刚 
vADE)S> P(AD), vAD: )< P(AD:), 
遇 央 
[+ ondaP= {art PAD YS | fdP+y A) 4) 
| - 竹 过 
1 _— 1 
二 十- 1 ny 反光 区 册子 为 最 天 元 ,页 了 = 十 low 2.8., 即 PCD:) 


"120: 


二 0 取 订 = 中 Dt,W PCON)=0, 上 外 一 疗 硬 ， 


_ 1 
7 和 SS) 和， 


项 证 一 人 1 
yA ANY HCAN Y= pAN)4y CAN YI+| fdP 
—y(AN) +| 7aP. 


破 {6,10) 汶 与 ， 攻 z 有 四 一 分 解 ,9ELD,. ,让 ), 央 为 可 眶 集 , 贷 
AA)=| gdP+ vAM), 


因为 上 玉 UN 为 PP 可 上 略 集 ,下 对 每 个 AE 中 有 
|faP= | fdaP oy ACM UY NY Y= | gdp= | gdP 


UU AC YU NI 


破 f= 二 9 a.,3.. 父 

oN)= {gdP+uAMN)= MN) | fdaP tv(MN)=(M), 
故 对 AR 既是 已 可 赂 集 ,又 是 可 略 集 ,唯一 性 得 证 
8 定义 测 广 空间 (0Q,, 1) 上 的 可 测 滑 数 辣 称 为 o 可 积 的 , 若 存 在 
互 不 相交 的 可 测 集 序列 44.0>1), 避 4,= 昌 ,使 ] fdn<oo， 这 时 ， 


若 台 |fdx 有 意义， 就 记 它 为 | 7eu. 


9 ”命题 (定理 7 的 推广 ) 没 (8,.F) 为 可 测 空间 , 4,y 为 其 上 o 有限 
广 芯 测度 (不 取 一 907, 则 省 在 在 唯一 关于 |&| 为 o 可 积 的 1 及 |x| 
可 申 集 入, 使 对 每 个 4E 多 有 

>( 4) 一 | flo lull(do)+y( AN). (9.1) 


证 首先 , 涉 妨 设 4 是正 测度 ,否则 代 之 以 考虑 j 4 下面 我 们 分 几 步 


" LI2t» 


如 册 证 骨 . 

i 在 Ra 覃 是 太阴 测度 ,由 窍 易 几 命题 ? 推出 (9.1). 

ii) 站 3 er 4 ,A = 对 | | (2 肯 由 由 | ,ud 
部 有 限 ， 训 相生 个 如 王仁 守 0 其 可 赂 华 训 7 faEL0 ,4), 肘 
下 ,04 [fodput vl AAsNs). 


i 
I f= fd NN 二 让 5 对 为 gg 可 积 ， 有 加 于 vz 区 gg 可 加 
性 大 了 为 政和 [ 洁 ,站 有 
vA)= vd,) 一 人 dd 


二 本 


和 





有 DD- 表示 日 关 十 vy 的 Hahn 
让 其 宪 | 
OD AD DY | gd AD'N,) 


A 


= | onrdnt A AD'N'), 


A) dD | g dnty (AD-N-) 


-1 


一 | 中 
广 等 和 1 全 9p+ 一 有 LT 一 六 十 瑟 - 冯 -<-， 骨 邯 对 
名 ea Ri, |1 
yA (AY (CA) fanty CAN), A€EF. 
3 
唯一 畦 故 证 下 可 学 定语 一 悦 泛 行 ， 
9 十 及 这 守 (人,) 上 的 广 半 湖 度 上 ,py， 若 对 短 个 4E. 久 ， 由 
1 和) 一 90 可 推 让 y= 二 0, 则 称 v 关于 二 是 绝对 连 配 的 , 记 为 和 由 ， 


* L120 = 


we 


车 Ky,y 妇 上 4 同时 成 立 , 则 记 为 4==b 或 jp, 称 pv 相互 等 价 . 著 存 
在 4€ 多 ,使 11(4) 一 0, v1(44:) 一 0, 则 称 pv 外 豆 奇异, 记 为 pL 上 vy 
11 定理 ” 消 人 好 ,多 ) 为 可 测 芋 间 ,my 为 其 上 的 点 有限 广 尽 渍 度 ， 则 
可 将 yz 唯一 地 束 为 y= 二 v1 十 pi vwvz 部 是 oo 有 限 广 鞍 测 度 ， 且 yp: 守 上 4， 


Vad ,i. 
未 分 解 芝 称 v 关于 上 的 上 Lebesgue 分 解 . 
证 由 (9.1) 取 


vi( A4) = | fo) llade), ya A =r CAN), 


即 可 满足 要 求 ， 叭 一 性 可 信 定 型 7 的 叭 -一 性 一 样 证 明 . 若 v= 二 v1 十 yi 是 
一 分 解 , 14| 涯 集 N,N 分 判 溃 是 |vi|CNe)=0， wl{ N° 中 二 和 9， 邯 ] 对 

才 E 寂 ,有 

pA AN NS AN Y= pC ANNe) = AN:) 

=—v( AN') = 4), 

yalA) A A) = A A) = 1), 

所 以 pi=Vi. Vi 
二 REadon 一 NNikodym 定理 


12 命题 ”法 (9,. 丈 .六 ) 为 入 率 宝 间 , 为 其 上 有 限 清 度 , 则 下 到 条 人 


等 价 ， 
i) 和 
计 ) 存在 于 GE 天井 ， 汶 人 使 村 每 个 4E€ 光 有 
>( = | 0)P( do); (12.1) 


ij) 得 个 入 0 二 时 PCAD)EO ,A A 

证 D3ii) 出 {7,1), 内 POCAN) 一 0, 帮 pAN) 一 0,(12.1) 成 立 ， 
ii)=3iii) 闪 疗 为 阶 棋 酒 数 时 ,出 于 它 有 界 , 1 所 训 ,下 

-123 。 


vtANEM DAY, 
取 5Se/M 即 林 .对 一般 的 /E 及 (9 条 PP) 者 e>0 为 任 一 数 ， 则 省 
有 防 梯 函数 /使 
| If-fldp<e/?. 


车 | 天 所， 则 取 5 二 e123,, 当 PLA)<6 时 ， 
| 人 ap| <| |f—feldP+ | 天 19 己 < 全 十 记 一 


iii) -让 违 然 

135 定理 《Radon 一 Nikodym) 设 (0 人 2, 多 ,PY 为 概率 空间 ,vy 为 其 上 
有 站 放流 麻 ,有 vy 之 忆 , 则 存 往 啡 一 了 ,YY. 了 ,可 积 , 使 

(= | /Pee). AES (13.1) 


目 这 时 2 为 下 测度 的 充 要 条 售 是 f 实 0 a.s.;y 为 有 限 测度 的 充 要 条 件 
是 了 可 积 和 为 可 有 限 测 度 的 充 要 条 件 是 站 有 限 . 
和 证 ?2 订 开 有 耻 ( 邵 有 疏 ) 和 时 ,定理 结论 马 由 命题 12 证 明 . 现 潜 虚 vy 为 
正 测度 的 情况 , 记 
=IC:iy(C) oo}, 

则 等 号 一 个 对 有 限 交 生 限 六 封闭 的 集 类 , 厂 可 以 找 出 台 二 和 贸 ,C， 详 
详 , 且 使 

limP(C.)=sup{ P(C):CE YE!}. {13.2) 
在 每 个 CNCs_ ,上 ,由 命题 12, 必 在 在 fw) 这 0, 合 

"(ACNC)= | fiaP (C=%) 


A 


职 fo) Bf) Ne (0)+ (Eo) ee (0). 对 作 一 4EF ,车 
PECACUC,) Y=0,N ,有 vACUC,))=0, 
AD=A ACYUCY)=E(ACNC DB { faP 
各 A On Fa) 


» 24* 


fdP={ fdP . 


ACUC.) 


若 PA(U Ca) ) 之 0, 则 必 有 ACUCW))= 十 o0 ,否则 入 与 {13.2) 政 盾 . 
这 时 

vA =AACUCD FAACUC)Y)=+o= [fdP 
B31) 下 袜子 的 唯 - i 妇 二 有 明 的 . 

y 为 广义 测度 时 ,对 ”分别 运用 蕊 有 结论 即 可 . 定理 导 它 结论 

也 古谷 易 让 明 的 ， 
14 定 灾 和 株 (C13.1) 中 夫 定 的 站 尘 v 关 于 PP 的 Radon-Nikodym 导 
数 , 简 称 民 一 NY 导数 ， 也 记 为 f= 及 v= 了 7 :上 . 
15 注 天 (02,97) 为 可 测 空 间 ,# 为 其 上 a 有 限 广义 测度 ，> 为 广义 
油 度 ,由 定 埋 13 在 这 一 情况 下 也 可 象 命题 9 一 祥 作 类 似 的 推广 ， 
15 be 大 为 可 测 空 间 ({ 介 ,F) 上 的 o 有 有限 测 度 , yep 则 对 

v 和 积 最 数 了 ,有 


eh Lr oO dn, 有 AEF. (16.1) 
证 先 工 为 概率 测 硅 ，v 为 有 浊 湖 度 ， 沁 ={f: {iar<o},x 
[P| 


一 人 ff 可 测 且 [fdy= | 7 旺 - dx), 则 由 定理 13. Ot A € 2F). 
时 | 


又 容易 验证 闪 是 站 类 ,此 由 定理 1.4.19, 对 一 切 vy 可 积 六 成 立 


畦 别 取 g=fii 代入 .上 让 让 ， 9 Ky 洒 0 有 限 的 一 般 情 况 ， 
可 和 象 命 题 9 一 样 进行 推广 ， 
+ 125.° 


注 186.1) 式 对 非 负 可 测 济 数 半 也 成 立 . 
17 命题 若 4,gv 为 可 测 空 间 {( 昌 ,FY) 上 og 育 限 测度 ,v 守 2 A4&v， 
Ml] A ,HH. 


1 dy 
dy " EPE 全 © 于 《17.1) 


证 在 (6.413 让 权 于 和 有 


14)= [ady= | Eady 
由 村 - 妈 是 任意 可 测 集 ， 二 4 且 出 REN 导数 的 唯一 性 ，(17.1) 
战 并 . 
18 营 耻 (x) 表 I.V. 革 的 分 布 六 数 ，Ls 表 由 下 在 (RR!, 绍 )} 上 生成 的 
LL 一 S 涧 度 , X77 表 (Ri, 霸 ) .上 Lebesgus 测度 ， 上 内 pr 起 4 的 充 要 条 储 
是 椰 在 太 E 工 人 du) ,使 


ur(B)= | Hrd | far, 


Fl)= | ADat= 于 f(t)dt. 


本 -一 ce 


焉 时 ,几乎 处 处 唑 一 确定 的 可 积 冰 数 了 称 闫 分布 害 度 ， 古 这 种 情况 下 ， 
若 Eg{ 谍 ) 存在 , 则 它 可 里 为 


Eo)= | gadP= J a ds)= | ord, 
19 命题 者 (人 ,多 ) 为 可 测 空 间 ， 几 表示 (人 @,. 久 ) 上 本 限 广义 测度 
人 对 &E€ENH, 取 Ta 二 T51082) ,如 产 在 此 范 数 下 为 Banach 空间 ， 
为 完备 格 


证 不 难 直 入 验证 则 是 线性 空间 及 站 :站 是 范 数 下面 证 明 形 是 完 
备 的 。 若 {un? 为 基本 序列 ,了 到 


一 之 人 到 zn | a |， 
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网 ,有 且 同人 交 记 天 ,一 全 , 则 不 难 验证 ， 


Hm Ll = | [Xa—Xoldy. 


时 


因而 4 是 也 区 向 办, 站 中共 本 列 , 必 存在 夭 E 工 (但 , 史 ,nn), 司 
lim | |¥,—X ldy=0. 


TI 3 oy 


取 4(A)= | Xdy, 则 4EM， 
el =| |X,—X ldy—0, 


豆 玫 是 答 备 的 ,是 一 个 Banach 空间 ， 

让 MI 中 规定 4 之 的 充 要 条 件 症 对 每 个 4E.F 有 HA) 
自序 奖 东 。, 寺 由 定 放 5 世 时 VA .还 重 让 
明 它 作为 格 也 是 完备 的 , 即 有 上 界 必 有 上 确 异 ,大人 ia,98E€E 站 为 他 
一 刻 元 尼 , Hw 人 VENM ,| gy， 

二 Y=esssup Xa 


二)， ” 字 毛 了 


天 一 站 忆 , 则 不 难 验 让 yj 是 fia, EZ) 的 上 确 容 , 故 笛 是 完备 的 ， 


2 条 件 期 于 


本 广 所 涉及 的 问题 都 将 在 固定 的 先 沼 概率 空间 (机, 衬 ,P) 上 进行 
讨论 ， 


1 设 互 E. 氏 PUB 0D. 今 


Past)= PAIB)}= ~ PCBY) * 


“]27 * 


1 es, .i . . 
TS 有 > "各 4 PP ri 


回 定 吾 让 地 在 多 由 变化 时 , 条 件 概率 Pa( 有 1) 也 是 (如, 多) 上 的 概率 
调度 ;: 若 注 Cw) 恩 C 庆 村 成 ) 可 采 1 VY. 则 闫 二 Pst ) 的 斯 望 为 


1 

Es(*)= {XCo)PA do)= pepy | X(o)P(do). 
条 百 

设 《有 mp 全 为 吕 的 可 列 可 浏 分 乔 , 即 再 E. 多 ， {Bn>1} 开 不 相交 ， 

且 ,二 电邮 由 全 机 率 公 式 , 村 A 捷 放 及 忆 可 各 了? 了.Y, 广 ,有 


P(4)= PB PSs, (A), 
E(X)= 训 | Xe)PCde)= 包 P(BNEs, (XY. 


者 了 为 离散 虱 r.Y. (至 多 丰 订 出 个 信 ) ,2B,= 二 {0@; 了 ==0r} ,日 1B, 
为 纪 的 分 割 , 则 
EC(CXIY a,)—Es, (CX). 
这 是 已 知 了 二 as 条 件 下 入 的 条 什 期 蜡 , 让 于 了 本 身 也 是 随机 变量 , 不 
的 取 僧 也 随 涉 同 试 验 鳄 毕 而 不 辣 ， 轩 而 上 辣 考 虚 一 个 网 站 取 什 不 同 而 取 
不 同 数 值 的 昭 数 ECX iY ) ,i 
EtX IY) [re, =Es (Y) 
EH . 
ECXIY )= Es (Xre y= BEs, CX) (0), {1.1) 
它 在 各 种 情况 下 部 表示 所 天 本 的 条 件 期 望 ， 这 时 ,对 CEo(lY), 车 
C= 如 ; 改 有 


{ECXIY)aP= BEs,, (XIY)P(B,,)=B| XdP 


总 


= | xaeP (1.2) 


二 典 的 条 件 概 率 与 条 件 期 强 吕 爱 求 作 为 条 件 的 事件 有 正 概 率 ， 当 
我 们 要 把 与 随机 严 旺 机 夺 系 的 事件 《例如 人 一 cz} 》 作 为 条 件 时 ， 
PlY =0)>0 的 要 求 来 必 能 满足 ， 因 击 必 须 收 进 原 来 的 定 ， 由 于 期 

" 12 名 。 


望 比 概率 更 一 般 ， 我 们 就 间接 讨论 条 件 期 望 EC(XIY)， 前面 的 分 析 启 
发 我 们 , 条 件 期 型 产 随 Y 取 值 的 不 同 而 取 椒 同 数值 ， 央 而 它 应 该 是 
的 函数 ,首先 是 个 r,Y. ,还 可 是 etY) 可 测 ，(1.1) 表明 ， 在 古典 情况 
下 这 一 要 求 可 满足 "其 次 ,(1.2) 表明 ECXIY) 应 满足 的 关系 式 , 这些 
将 作为 定义 ~- 般 条 件 期 望 的 出 发 点 ， 

2 引 理 花 革 为 ( 淮 ) 呆 得 r.v.， 如 为 锋 的 子 o 城 , 则 必 窑 在 唯一 
《不计 2.8, 枚 等 的 莽 别 六 入) 可 各 络 可 漠 了 ,Y.Y ,满足 


|Yap= | XaPp, VBEG, (2,1) 
天 了 吾 
或 基价 地 ,对 和 泗 个 有 有 界 弦 可 测 r,Y. 有 ZZ, 战 六 
| ZY aP= | ZXaP. (2 2) 
0 局 
证 2.7) 和 {12.2) 的 等 从 是 显然 的 ，| 打 革 为 ( 淮 ) 可 积 可 知 , 若 今 
»(B)= | XdP, BE 


则 p 是 【《 妇 ， 劣 ) 上 的 广 尽 测度 【注意 在 区 上 而 不 是 在 .多 上， 旦 
2y 吧 天 ,下 厂 民 adcon 一 Nikgodym 定理， 存在 唯 -- (不 计 a,s, 丰 笑 的 益 
别 ) 的 表 可 测 RR 一 和 导数 , 若 记 恬 沟 芋 , 岂 


vy(B)= | ydp, BE, 


五 


故 (2.1) 成 立 ， 焉 外 由 于 {>0 GE 党 ,让 
Yap= | raP= | XdPe | xrdp< | XdaP 
上 了 ol 术科 六 > 业 六 
同样 
|Y-aP< | XaP. 
履 当 大 可 积 或 淮 可 各 时 ,7 亦 可 积 或 准 可 税 . 


3 定义 设 嘱 为 多 的 子 o 域 , 玉 为 ( 淮 } 可 积 r,v. ,了 为 满足 下 列 条 
件 的 TY,: 


* 


i) 了 为 萝 可 浏 的 
ii) 对 每 个 BE 多, | ydp— | XaPp, 
上 


则 称 站 为 天 关于 绍 的 条 件 期 望 , 记 为 E( 基 | 绍 ) ,特别 地 , 当 留 =o(2) 
时 , 则 也 稻 耻 为 甘于 2 的 条 件 期 望 , 记 为 EC(X1ZY). 

由 于 EL 法 下 区 2 可 测 ， 山 人 题 1.4.24, 必 有 Borel 可 测 
卫 数 g 使 El 和信 1Z)==g(2Z)， 这 时 gta) 世 称 为 Z==a 条 件 下 站 的 条 件 
期 塑 ， 

由 引 理 2 可知, 了 基于 区 的 条 件 期 望 是 让 在 的 ， 且 不计 a,s, 相等 
的 芳 别 时 ， 它 是 作 -的 ;ECX 的 )= 镶 | ,其中 vB) 一 |XaP. 


4 例 到 各 责 可 有， 普 咖 = 阁 , 虽 ) 刚 E( 基 | 坟 ) 一 E 天 ,所 以 期 望 也 
是 到 件 期 评 的 特例 . 

ti B= ,ME(X |!)= XN, 

人 丰 4A,R 这 1} 为 人 2 的 -一个 可 测 分 割 , 吉 =o{A,，n 字 1}， 则 容易 
验证 


E(XIB)=B p04y | XaP Ls (0), 


所 以 定义 3 了 可 百人 必 为 经 典 情 襄 的 推广 ， 
5 定 区 汉 攻 六 .家 的 了 路 ,在 实则 EL 芝 ) 也 称 为 4 关于 绥 
的 条 件 概 举 ， 记 为 P(| 加) 

由 和 定 基 3 可 知 ,L4 检 ) 必 满 是 ， 

1) PUA :sy ) 2 可 调 的 |; 


1) 对 每 个 BE :为 ， P(4B) 一 | P(AIB)AP, 
后 


卫 下 如] 史 ) 是 村 在 唯一 的 (沙巴 计 a,s. 模 等 的 差 荐 ), 

6 条 作 期 鹿 的 委 念 还 可 以 用 诗话 可 开 上 .天 广 的 -类 上 .YY, .一 是 对 

非 负 的 或 认可 各. ,这 在 上 面 巴 经 做 到 了 . 另 一 是 对 所 谓 关 于 腔 为 

g 可 积 角 T,Y.T..V. 反 称 为 关于 党 为 口 可 积 的 , 兰 存 在 避 的 绍 可 测 
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分 大 1 再 。，P 六 1 对 每 个 站， 了 7 本 是 可 各 的， 这 时 也 必 存 在 鹏 可 测 
a,.3. 月 限 r.v. 了 ,使 对 每 个 站 及 瑟 E 表 成 立 EUena 人 一 ECTaae 了)， 
这 一 也 称 注 开关 于 中 的 共和 件 期 望 , 记 为 E(t 六 | 响 ), 且 不 计 3a.s. 相 
等 的 差别 时 , 它 是 叭 -一 的 . 


二 、 性 后 


下 花 , 过 用 等 都 二 折光 的 子 e 域 ,有 凡 我 们 讨论 可 用 ET 
条 件 斯 望 ,这 些 性 质 坟 多 数 人 不 难 推广 到 玲 可 积 和 ea 可 和 交情 形 . 
7 命题 1) 苍生 ,了 为 盯 有 Ta 有 为 任 痘 常数 ，, 刚 
E{aX+BY 1%)=aE( | 妥 )] 十 DEC |B) a.8.; (7.1) 
ii) E{1|' 当 ) 二 1 a.s.: 
iii) 若 污 宇 Y, 出 E( 和 | 代 ) 守 ElY| 红 ) a.s.. 特 串 当 半 窑 0， 
ECX!I 达 ) 守 0.|E(CX1 吉 ) | 所 E(1.X|| 涟 ). 
证 刘 首先 (7.1) 两 滑 吉 是 苗 可 济 的 ,时 {EF- -BE :小 ， 


(ECax+ AY IYdP= (aX + %Y)dP=0 [Xap+ or 
A Tn 五 nh 


= «ECXIZ)dP+ a E(Y IB)dP= [LoE(X I) 4 BE(Y 12Z)ldP 


故 《7.1) 成 六 .让 ) 羡 可 类 似 地 按 定义 验证 .iii) E{ 私 | 多 ),E4EZL[ 角 ) 所 
是 绕 可 测 的 ,日 对 住 一 BE 贷 , 有 


[ECXIg)aP= | xap> |Yap— [ec dP 


因而 ECX18)>E(Y | 退 ) a.s,， 又 央 一 | 天 | 所 大 芝 | 六 |, 故 
ECIXIIZ)EE(X|I BICECXI|D) 
BD [EC(X IY)| 气 ECA 1 | a .8.. 

由 于 条 作 期 象 只 是 站 a.s. 相等 送 义 下 为 唯一 的 , 因 侧 涉及 条 件 期 
望 的 甘 系 江 也 只 能 是 在 以 虹 深 1 六 放下 成 立 ， 所 雇 ， 忆 后 我 们 不 和 峙 一 
一 注 明 ,并 将 a.s, 成 芯 这 一 说 明 也 省 略 了 . 

8 命题 设 了 为 可 积 r.v.,{ 久 ,4 之 1} 为 r.v. 序列 , 则 
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让 人 《条件 期 望 的 Levi 引 理 ) 若 了 过 及, 和 革 , 则 
limE( X18)=EC(XI|Y): (8.1) 


东 了 守则 8.1) 出 成 说 . 
ii (条 件 期 望 的 Fatou 引 理 ) 共 站 ,守则 
E{limX, | BIELHmE(X,|Z); 


荐 YM Elm 1}limE(CXY, | 学 ), 


iii) (条 忻 期 望 鸭 Lebesgue 控制 站 化 定 理 ) 若 [XY,| 才 YF, 一 下 
a.s, | limE{(X ;|)=E(X | a ,8s.. 


证 让 由 合 晤 7,E(X ;| 声 ) 随 #4 过 增 , 攻 E(X | 副 ) 人 ZZ, 则 ZE 好 ,因为 
E(AX, | 兴 ) 守 EY | 肖 ), 由 遂 各 积分 的 8@7iD| 理 ,对 每 个 呈 E 禾 , 有 
| zap=| limE(X ,lB)dP=lim| ECX,| 8)dP 


上 并 五 好 
=lim | XYvaP=~ | XaP. 
栈 之 一 ECXi 席 ) ,类 伺 地 可 证 道藏 条 情 沈 ， 
ii) 记 Y oe=inf Xr, WYSEY, 1 lm,, HE(Y, | )<E (X18). 
破 由 1)， 
E (im YS)=lim ErY, 2)<lim ElX,|D). 


涪 样 可 得 所 于 下 汇 的 下 等 式 ， 
iii) 由 iiY， 
E(XIHB)=E{limX,| gH) lmE (NX, |Z)<IimE (和 | 加 ) 
<E(lim X,| HB)=E(X|B), 
iii) 成 并 . 
9 命题 门 阁 为 娟 可 测 r,Y.,, 且 于 ,了 VY 订 积 , 则 | 
E(XYIB)=Y EC(XIB), (9 1) 
硅 别 邱 户 (Y | 地 ) 二 YY， 
ii) 淄 , 为 鹃 的 子 e 域 ,二 为 可 积 r_ YY , 则 
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ECE(XIB)IB)—E(XIB)TE(E (XIB)B): (9.2) 
iii》 和 车头 为 可 各 r.v .ve(X) 与 多 独立 , 划 E(XI 急 )=EX.， 特 
别 当 大 ,六 相 冬 独立 时 ,E(XIY)=EX， 
证 1) 记 
=t:FE 安 ,EIFKI<co)， 
HY ELLE(IYX)=E(YE(X|S))}, 
则 由 条 件 期 误 的 定义 ,二 {14: 4E 罗 } ,又 容易 直接 验证 是 一 个 尹 
类 ,所 以 由 单调 类 定理 1.4.19 ,次 二. 多, 即 站 成 立 . 
证 ) 央 孚 |C 军 ,E(X| 均 )E 甸 , 政 由 和 (9.2) 第 一 个 等 式 成 立 ， 
大 一 方面 ,对 每 个 总 E 鹤 ,之 允 ， 
|E (XdaP=| XaP= (ECXIB)dP= |E(E(X{B) YB)dP, 
屋 于 下 至 
故 (9.2) 成 立 . 
iii) 对 吕 代 鹏 ,用 了 好 到 独立 有 


{ECXIBYdP= | XaP=E(X)=P(BE (X= | ECX)dP. 
站 i) 成 . 
10 命题 (Jensen 不 年 式 ) 首 二 此 史 有 为 可 各 YLV of) 为 和 
眼下 四 路 妾 , 虽 
PECY ID)EE CX) YB). C10.1) 
证 由 多 是 下 站 的 , 开 而 对 修一 s, 有 
pf) ts) (s(t 3s), t€ 于 一 se ,eol[， 
其 由 的 袁 克 的 无 避 狐 ， 尼 和 s 鸣 了 oreil 可 测 晤 数 .， 令 
一生 ，3 一 芭 ( 友 1 朋 》， 
代入 工 式 ,站 
(FXI—gECX IWFP (EC(X YN AE(X. BH)). 
对 上 式 商 端 取 条 件 期 测 EC |: 有 要)} 太 利 朝 命题 让 ,有 
ECoCXYB))— wlECX|Y)) 
P(E(XIBNE (XIB)—E(XIB))=0, 
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11 守 若 p>i,XELTD SZ,P),NMEC(CXIB)EL( DY,F.P),E 
1E《 二 | 夫 川 < 委 上 让 (C11.1) 
证 取 gt) 二 11?, 出 《10.14)， 
IECX]B)|?*EE(C Xi). 
取 期 弓 并 天 pp 次 方 ,加 得 (11.1), 昌 
12 命题 次 p 这 1， 对 天 EZLr(N, 多 ,局 )，TXAE (XXI 绍 ), 则 了 T 是 
Lr ,多 , 忆 ) 的 儿 等 映照 (7 二 了) 日 7 和 1， 特别 地 p=2 时 ,了 是 
ZA) 人 ,如 ,中 ) 的 尾 影 算 子 . 
证 ”命题 前 -一 半 是 容易 再 接 验 注 的 ， 对 p= 二 2， 只 机 验 证 是 自 共 声 
的 ， 刘 下 ,下 世代 旨 , 罗 ,局 ) 
(TX)=E(E(XIY)Y)=E (ELE(X|B)Y | 多 1) 
=E (E(XIZ)IE(Y|Y))=E(E[XE(Y |S)|B)]) 
—E[LXE{Y|)]=CX, TY), 
国 胡 了 是 一 个 投影 算 季 ,上 旦 窗 另 验 计 了 的 值 域 为 工 民 全 妥 , 己 )， 
135 其 六 YELP) ,XtE7D) 为 一 族 r,Y,, 则 
ELCY—ECY |X ETY? 
=—min(E (VY ZY:7EL (ND, ol Rt ET), P)}, 
鳃 ECFYTX,,tET) 是 {X11,tE€7) 对 了 均 方 误差 最 小 的 { 非 线 性 ) 预测 
CC 全 二 ) ， _ 
14 ”命题 条件 概率 P(41 才 ) 作 为 4 的 钞 数 ,其 有 下 列 性 质 ， 
让 P(QI BY=1 as 
iiy POCANB)0 2.S | 
iii) 对 互 不 相交 的 事件 列 {4w2, 人 A113)= 守 P(A, 和)a.s. 
证 ”这 是 命题 7 和 8 的 直接 推论 . 


三 、 条件 概率 分 市 


15 定义 设 莹 |， 岂 为 名 的 汪 oa 域 ， 可 XX 多 上 阔 数 Ptw， 有 有 4) 尘 
满 外 ，; 
i) 对 每 个 人 人 ,Plm,*， 是 多 上 概率 测度 ; 
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证 》 对 每 个 女 E11 ,PC ,有 4) 是 { 吕 ,天 ) 下 可 测 了 天数 , 且 
一 和 人 . 
出 秋 也 {0 ,4 为 崇 ， | 关 于 内 的 (正则 ) 条 件 拢 率 人 市， 
18 例 着 (4o.n1) 六 各 的 可 渊 分割 , 懂 二 ol 4 ,nn 字 1), 联 
PR wmEA,H PIA,)>0, 


4 

Po. 4) (PC ee 
叫 容 易 验 证 om, 是 玫 上 交 于 磺 队 条 件 投 率 分 

17 车 吕 一 [0 .11,: 冯 为 [011mm Borel 风机 二 汶 工 ebesgue 


测度 ， 卫 表示 [0, 7; 中 i 浇 足 mCMD)=9*CM)=1 的 Lebesgue 个 
可 测 代 ， 放 今 
FoM ,B= AMT+BM:,A,BES} 
P(AM+F BBM)=m(A) 
出 相 以 验证 已 存 . 多 上 是 定年 确定 亲 【总 ， 胸 ， 五 ) 罗 和 康宁 间 ， 诗 
克 ) 一 1 有 (和 一 0 口才 一 本, 下 泗 我 们 次 说 胃 不 在 在 渤 的 条 1 直 
概 详 分 在， 若 不 然 ,PL Po 4) 去 于 这 一 条 件 慨 率 分 布 ，、 放 先 日 
| £041 dP = PM'B)=0.BES 
B 
行 竹 可 赂 亿 和 0, 使 ww EN5I 时 有 
niw,M)=0. {17.1) 
对 实数 Ti 图]rr E,WV Pr,rsl|B)=fr,, ria.3., + if 
在 存 可 滑 红 让 0 司 w E NS 时 ,人 有 
Po, ri,ral)= rs (17.2) 
取 N=NOU (UN5.), 共 由 日 天 永 [0,13 中 的 有 更 数 全 体 ， 风 六 为 


可 明生 ,已 Ee RCI7 17811727 癌 时 成 立 , 征 而 由 单调 类 证 昌 ， 
Pm, BY=Is,BEB, EN:, 
Plo,M =0, w EN', 

由 于 mx) 一 1 政和 菲 涪 . 3 wo E NN, 


二 甘于 这 一 扩 的 在 在 性 可 做 见 卫 . R. Halmos “Measure Theory” (1950) 和 16 定理 匡 ， 








"| 


站 一 疡 [呈正 人 一 1 
这 一 逆 拓 表明 不 大 在 条 人 千 抽 这 分 布 ， 
18 ”定义 设 关 二 (XL 这 或 (1 芝 a 为 (2 多 ,PP) 上 
鸭 随机 向 量 或 随 视 序列 , 才 为 .9 的 子 o 域 , 多 "类 示 R* 中 Borel 集 全 
体 . 品 X 腕 "SSo 上 畏 数 六, 若 满 是， 
i》 对 每 个 @, 了 Px(w@,，' ) 是 供 *” 上 上 概 内 测度 ; 
证 对 每 个 AE 开 " ,Py( 4 荐 鹃 可 调 的 ,下 
Pre 一 站 Ta.8S.， 
阿 和 下 本 ) 洁净 关于 : 况 的 (和 正则} 条 件 概 痒 分 布 . 
19 命题 (Doob) 六 和 二 (关注 《学 ,Py 上 的 随 负 可 量 ， 
淄 为 于 go 域 , 则 存在 证 关于 哆 扑 人 其 任 概 讲 分 布 . 
证 对 任 屿 林 坦 数 如 1 科 Tm， 他 
Fe NX | 名) (6) (19.1) 


神 用 命题 由 战 有 弄 数 的 可 各 站 攻关 在 柯 栈 人 生 交 , 当 四 和 必 时, 对 一 
切 有 了 理 娄 4, fim, 下 式 全 时 成 辣 ， 
BofA Ad) PE A A) in (19,2) 
Tolar ,n= lim Frm , Fam) fi19 33) 
Li 
lim oh 一 Ji Foi, ,As)=0,1<IEn, (19.4) 
各 了 二 ee 2 一 号 


rl 
Nd A dA， 1 (19.5) 
其 让 A 六 AA 家? 在 雇 4=( 为 剖 
点 的 部 方 体 上 的 益 个 ， 注 而 对 钊 EN 蔗 一 切 代 数 Xi, 令 
Fx Kn)=lim 站 (19.6) 


| 卫 | 
Le 


而 当 @ EN 时 , 令 
TX, Xa) = NLXAE]) 《19 .7) 
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由 此 对 每 个 四 和 品 ,5 如 天 维 分 布 冰 数 , 因 和 而 可 在 (R", :有 静 9) 上 规定 二 -> 
测度 Au , 它 是 -- 个 概率 测度 。 令 
Po A)— uo A), AE HW?. WEN. 
={4: AE Pr(o,A) 可 测 全 
Pxl@w,A)=DP(AXT H(A) YB)a.s,}, 


C={B:B= X [oh -Ch ,1Sign, 


六 河和 在 王 数 用 

财 多 为 久 类， 窜 为 开 甘 ， 丰 ) 王 级" ， 凡 用 5, 上 字 有， 因而 
Fr 于 条 什 碧 举 分 外， 
20 命题 若 久 = 二 {XX ,N21) 为 了 ,VY, 序 州 , 盆 为 实 的 字 g 域 , 册 存 
在 大 关 汪 办 阁下 则 条 在 概 案 分 布 . 
证 对 短 个 8 及 有 理 数 2., 训 《19,1) 选 关 (4 机 2) ,如 从 是 18 的 让 
明 一 样 ,大吉 晓 迷 六 ,本 必 ERN? 时 (19.3) 一 (19.,4) 成 六 ,器 

lim Pir(the ,Ann)=Fe {A A 20.1) 

2 | =- 
再 按 【19.6) 和 (19.7) 现 定 分 全 族 128 社 ]?， 和 由 20.127, 攻坚 十 村 | 
容 分 布 放 ,因而 由 Konxwxoropoas 定理 2.5. 17， 必 可 山北 分 布 族 牛 成 
《R ,月 ") 上 测度 jw， 他 记 x(0, 有 4) 王 pl 有) AE 洲 ", 则 稼 全 题 19 的 
证 明 一 样 ,可 以 证 有明 忆 z(o 4) 是 生 关 于 增 的 (正则 ) 条 件 概 率 分 布 .3 
21 命 硬 设 于 = 二 (Xi 或 (8 访 1) 为 随机 阿 量 或 了 上 .YV， 
库 列 , 静 为 多 的 了 于 oo 域 ， 信 入 的 信 域 Co}; 加 E407 汶 Borel 条 ,出 
存在 ot) 上 芝 于 这 的 东 件 帮 训 分布， 
证 记 Pr(@, 忆 ) 为 证 闪 于 遍 的 正则 条 件 窒 这 分布, 仿 
Y={ 人 CO ;mELN}, 

则 存在 可 略 集 八 ,，wE NN [ 于 ,有 

Ploe,S)=P(XA-HS) Bo0)= PLY)m)=1. 
BEoCKX), B=X"1CA DN)= A (A), Al, A EE B", MW A A A Er, 
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i a 。 ， 四 tr | 


再 而 
Prilw,A)= P(eo, lA)=P(o, A wmEN', 
因此 ， 对 BE gl 六 )， 若 8B 二 (4)， 可 以 完全 确定 地 规定 P(w,B) 
如 下 : 
Prlw,44), WEN", 


Plo, B={ pO 人 pnEN, 


其 中 on 演 入 人 侍 一 固定 元 索 ， 于 是 容易 验证 (wm,B8) 是 ol( 芝 ) 上 关 
jj 静 的 条 件 概 这 分 布 . 
22 命题 让 基 下 (oo,4) 为 :天 开关 于 及 的 条 件 概 率 分 布 ,了 =Y(o) 
为 这 ;可 油 维 可 和 和 ! 了 了.V., 则 
E (CY | 部 )= [Y (od)P( ,do), a 8 (22 1) 
总 
iiy 洲 握 力 下 纵 随 机 疝 层 (二 了 TV 和 列 》 吕 xf) 为 下 关于 组 
的 正 吕 条件 委 准 分布 ,六 光 Borel 卫衣 ,A 六 ) 兴 可 和 要, 则 


E (ACXY| 8)= | hx)Px(00,dx) a.s. 
Te 
证 让 令 外 二 {了 :了 为 可 积 了 fv,》， 
:= LE(Y 1) 
= |Y(e) Po, dr) a,s.}, 
| 


则 .和 是 胸 半 ,上 上 昌 荣 作 概 诗人 季 布 先祖 旭 4 是 牛 过 省 因而 出 单 - 
调 类 定理, 效 亿 全 of AE.F. ==, 久 | 可 测 可 积 函 数 全 体 , 即 对 .多 ,可 
测 可 和 Tv (22.1) 威 立 ， 利 用 贞 凋 虫 伍 定理 可 知 5《22,.1)》 对 非 负 多， 
可 测 r,Y. 也 是 成 立 鸭 ， 因 而 对 . 罗 可 渍 淮 可 积 Fr.vY. 了 22.1) 沁 是 成 
ii) 瑟 i 一 样 汪 阴 . 
23 例 站 让 一 CX,X) 为 (R*: ,名 :, 了 P) 上 标准 r.v.，, 且 其 分 布 渔 数 
下 绝对 连 千 , 即 
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子 | 民 


Foxx)= | | fsDasd， (exa ,ER 


一 rc 一 oa 


其 中 分 右 密 府 为 Borel 可 测 鸭 ， 党 令 
fx)= JfOxs ddt, flxs)— (f(s,x2)ds, 


“fx, Ka) Xs), fl rs ) 0 
f(x | wx}= 
f(x ), fa\ Xi)=0, 
由 fF, 上 RR EF Borel tf 灼 ， fi (x | Xz ) 六 | R 上 Borel 疝 对 ， 关 5 
HEB ,x—( Xx, x ER, 令 
PiaB)= | Aslxa)as， 
{3ria me)E DH} 
由 对 个 每 XR P(z ,有 ) 是 孵 * 上 概 玲 测度 ,对 每 个 BE 名:, P(x, 夫 ) 
3 Mt 王 ] Dorec] 省 Rr ” 因 F 谋 - 浊 JT( 二 ) 1 补 的 而 且 对 BE 7 
A 二 Rx 号 Eco 
人 
| pCX, B}dP= | {PCs, 0), Bs, tds at 
| 


H+ 一 = 


| [ | fult}ydaulf(s.t) ds df 


= fue} 


| 
| | fulidfatt du dt 
| 


上 


| FenDead 


3 


=| | afu as dt=P(BA,) =| PCBIXs dP 
国 而 PX, 吾 )= 二 PCLB|A2) (x) a.e,， 所 以 P(x， 吾 ) 是 下 关于 大 的 
正 册 人 条件 概率 分 布 。 出 辣 题 22 还 进一步 可 得 ,对 可 积 
了 二 所 计 1, 文 ,)， 
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E 4 Xi, Xe) | Xa) = ED 


上 述 天 (wr|xa) 交 称 为 芝 ; 一 xs 站 1 的 条 件 分 布 窗 庶 ， 而 上 式 正 是 用 
条 件 分 布 血 纤 玉 计算 条 件 期 罚 的 会 起， 关 似 地 还 可 有 < 关于 妹 : 的 
符 件 分 次 


四 、 条 件 独 和 江 性 


24 定 必 入 (ET) 部 显 , 久 的 子 o 域 ， 车 对 T 了 的 任 一 有 限 子 集 1 
民企 一 总 :和 地 了 工 茂 立 
PON BB) S|) as ， 


和 和 4 了 关于 碎 及 人 茶叶 独 广 的 . 
蝇 然 , 若 银 一 ;阁员 , 则 11,f ETY 关于 区 的 条 件 独 立 性 就 等 价 
于 {ET} NE, 
类 位 于 独 坟 性 ,下 到 事 玉 全 等 信人 的 ， 攻 了 了 表 了 的 秆 限 子 集 ， 
ji) 洲 !/ 二 对答 个 ED , 帮 困 T 类 , 当 纪 EE 帮 ;有 
PONCHNYB)I= IN (CS) a.s., 


ii) 1{ 副 ,tt ETY 着 省 为 条 什 旬 广 的 ， 
iii) 洁 每 修 有 和 上 7. 上 和: 他 下 
E UL | 均 )=1I EC(X:|) a.s,. 


25 命题 : 兴 ,,: 闸 ; 关 开 5 虞 条件 独立 的 充 要 条 件 是 对 作 一 局 E 绍 ! 有 
PB NY VY I= HB | YG) a.s. (25,1) 

证 ”和 车 唱和 基山 

PCOBB,| YB)=E (DT, Ts, YS)=E (Tn,E(s YY bY) gg) 

一 EL EU BD) BED BBIP( (BI YG) a.s.. 

一 淆 似 上 上 起 ,有 有 

E(ls,E(ls, | BV) BI= PB BIS)= PB BIP( D1) 

=E(Is,E(s,|Z)Ig) 
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| JE BV BaP= [1 E{1s,| YaP, 
| 虹 


| E(7，| BV Bd P= | E{7s,|2)adP. (25 2) 


| ha 


记 P={A AEBY Hs| EC BV Br)AP= |E (Tl B) dP}, NM gy 


是 一 个 4 美 , 由 《25.2) B=1BB,: BE, BE 为 7 类 
所 各 ) 一 腔 Y 罗 . 所 以 由 单间 类 定理 兄 一 组 地 .因而 对 他 个 AEY 
区。 有 

ECGslZV BP= {ECT NG)dP. 


由 于 E(is,[)€ CY 训 ,. 订 以 25. 1) 成 i 
26 取 下 列 仁 -- 条 什 邦 是 刻 1, 淄 ; 基本 浇 条件 独立 的 充 要 条 件 ， 
i) 对 每 个 BC 多， PCB Vp PB | A,.93.: 
ii 对 入 个 BE ,PB|IBYV 1)=P(B, | 多 ) a.s,,， 
27 每 右 当 | 衣 Y 8 名 六 , 则 浸 1, 党; 关 症 噶 是 条 件 独立 的 . 
证 对 每 个 | 蕊 绕 1， 
PB BY GE )= PB)=P(B I) 号 .与 . 共 


33 款 的 定义 与 了 基本 不 等 式 


本 市 和 下 一 - 节 的 内 容 上 都 是 在 周 定 的 完备 概率 定 间 【4 多 ,已 ) 上 讨 
论 的 ,而 且 还 假定 存 杰 , 实 的 了 vo 域 流 
F(Z, ,nnEN), 人 
以 后 大 部 分 肉 容 世 问 目 -开光 流 策 案 有 5 打 ] (4 区 ,FF,P) 二 这 论 的 . 


一 、 定义 与 基本 性 质 
1 定义 随机 变量 序列 上 = 人 onE 让) ,着 满足 
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i 反 是 F 利 应 的 5 印 对 每 个 ?， 二 和 多) 时 对 每 个 2 到 是 可 
和 LH; 

ii) 尘 征 个 nnE ,ECXii| 祈 )== 芝 ,a.8.， 则 称 广 为 FF 装 或 凌 
(和 i 中 的 = 改 为 宇 或 筷 , 由 下 可 相应 地 称 为 F 下 闭 或 上 革 ). 

注 i1) 对 车 来 说 ,下 应 性 是 本 中 识 然 箔 虹 ， 

i) 车 鞋 为 F 和 ( 下 过 ,于 灶 ), 则 让 关 汗 其 自然 o 域 流 记 必 为 加 
(小 蒜 . 工 部 )， 今后, 放 在 《时 , 实 ,了 呈 ) 上 讨论 六 i 不 指明 域 流 时 ,就 
水 贞 然 o 域 流 为 o 域 流 ， 

ii 下 列 条 件 与 i 等 价 ; 对 任意 m,n € NNW， 

EX 

IW) 对 于 鞭 ,， EX,。 二 EAX, 对 村 下 对 ,EX,1 :对 于 .上 英 ,E XY, 1 .下 
地 【或 上 蒜 ) 为 蜂 的 充 融 共 件 下 世 过 一 三 开拓 为 上 蒜 的 充 要 条 件 是 
一 让 河上 下 加 :， A 入 轿 蒜 的 这 线条 任 是 它 同 邮 汶 各 和 十 蒜 ， 所 以 今后 内 
2 下 扫 或 上 加 一- 术 稍 到 二 导论 ， 

2 例 下 徊 一 些 舱 {或 下 种 | 光 例 子 都 是 窑 易 垃 接 验证 的 ， 
i) 客站 二 4 六 } 轨 让 看 独 辽 适应 T.Y. 序 州 ,EY ,==0( 完 0， 


所 0), 则 六 。= 襄 了 ;为 妆 ( 下 丙 , 上 摧 )，H o(X1j<n) 二 0(Y 1,j<n)， 
ii 蔡 为 吕 帮 二 EY | 四 二 让 EN} 六 拷 ， 
ij) 全 了 二 Ys,REN) 为 林 工 狐 交 适应 TY， 序列 , 且 
yu)—Elexp(iup Yi)} 0 
起 此 4, 邻 
六 ,二 EXD (i DY /ale), 
四 = 
iy) 三 人 六 idry 序 训 ， 
io)=p, DON-1)})=g, p+9=1, pwg, 
3 ,= > XY, 
则 《9/p)r ,nmnE N} 为 鞠 ， 
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VY) 设 { 和 和 让》 为 相 吾 独立 TY。 序列 ,巨大 ,一 0D， EX? 一 c2 ， 
8 立民, 则 13 naEN) 为 个 载 ,2 一己 cnc N} 为 怠 . 


5 命题 0) 攻心,Y 为 FE 扶 ( 玉 摧 )，0,p 为 任意 常数 ( 非 货 区 数 )， 则 
了 人 二 后 了 也 是 己 靳 (下 识 ); 
ii 震 近 ,上 为 FEF 下 擂 , 汪 入 VY 一 {max( 半 了 n,n 盛 六} 六 下 蒜 ， 

#4 命题 门廊 为 各 ,了 为 下 号 数 ， 对 每 个 R， 六 六 ,可 积 ， 册 
{fn EN 为 下 蒜 ; 

ii 评 为 下 烤 ， 了 为 韭 | 内 下 Li 冰 数 ， 对 每 个 1 天 这 so) 可 积 ， 则 
{fnEN} 为 下 蒜 . 
证 记 丫 , 二 JC), HJensen 不 着 式 ， 
El EFA HE(X ,iF )) 
(A) =, 

5 匡 才 入 二 { 访 s, REN) 为 加 ,人 | ,nENY, (|X|? nnEN) 
Cp), {下 ,108'XXn,nE 和 {CG 六 为 韭黄 球 ) 可 积 时 必 是 下 烙 ; 及 着 了 
为 下 者， {站 Rn EN?, {nlog TAXa,n EN 六 为 韭 负 下 蒜 } 可 
积 时 必 臣 下 竺 ， 


二 、 蒜 变 换 与 基本 不 等 式 
6 定 光 共 了 = 人 HE NY 清 可 机 下 应 序 谭 ,日 车 等 个 站 和 郊 
E{F 。 多 一 0 (220) .53.,.， 
加 称 态 革 差 (下 鞭 差 ) 撮 列 ， 

i 命题 -人 上 一作 洛 本 NN } 人 ( 上 著 !}， 六 一 误 ,一 这 6_1， Nl], 
了 一 尽 ,了 一 9,n CN 为 灶 生 (下 名 共 ) 序 州 ， 反之 Y={Y，、 
和 三 人力 娄 共 (下 舟 花序 列 天 和 一 (后 为 蒜 ( 下 
靳 ). 

证 对 这 ,ECX 下) 二 革 , 认 本 条 人 忻 为 
ElY,, |) =ECX,, 1 |)— XA, =—=0.+» 
8 定 兴 运 随 机 夺 放 上 =nEANY， 首 了 Fo 世 这,， 有 是 当 # 守 0 有 时， 


A | Hs "1 " 人 i 


六 iiEE. 均 ， 则 称 六 为 可 新 的 . 
8 ”定义 ( 装 亚 接 ) 茶 久 = (EEN) 二 {VnEND 为 fr.Y.- 序 列 ， 


了 Zs = Xt VAX Ks), neEnN, 9.1) 


Z={Ln ,hn E NY, Mi Z=F ' X, 
10 定理 游艺 为 山 ( 下 款 )，F 为 可 料 的 ( 非 负 可 料 )，4 一 六" 可 
积 , 则 Z 也 是 鞭 ( 下 靳 ) 
1 正 二 (9.1) 可见, 是 这 应 区， 月 Zrii— Zo = RO) 因 
而 由 wr 扣 多 可 行 
E(Zs4— 2 EO 
= ECX 一) 0 (0) a.5.， 
大 乙 足 扶 (下 区 )， 
注 当 玉 站 界 时 ,Z 必 可 各 
t1 篆 若 兴 为 蒜 ( 下 蒜 )， 了 为 停 时 , 则 到 7 一 《rw NEN 必 是 对 
《下 对 ) . 
证 取 让 二 narT)， 四 二 1] 一 上 rao-DE 芝 ni1, HH 七 字 1, 所 以 下 是 有 
界 、 非 贷 , 中 糙 的 ,出 
(VK) Kt XK on 二 Xone (XT),, 
去 雇 守 理 10 ,XT 昨 攻 (下午 )， 
12 定理 (有 界 停 时 定理 ) 省 站 二 {REN) 为 下 鞭 ( 扶 ),S,T 为 有 
界 停 时 , 且 人 S 志 本, 则 
ECXrIF ,Xi (=A,) qa.s.. C12 1 
证 不 妨 设 今 ,T 了 所 R, 取 六 ,二 Ds 二 [ns 一 Jng5); 则 六 和 是非 负 有 
界 可 料 的 , HFFA 是 下 加 ( 鞋 )， 而 
X= Tn = 
(FX)=0, (FF :X=Ar— as, 

因而 行 

ElAXr—As)=E( - XE 二 )o 一 0。 (12 2) 
对 任 一 4 人 多 取 了 一 7 了 人 CRT1) SI 一 osACR 二 TI) 它们 是 有 界 停 
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时 , 目 了 7325 将 T'S57 分 列 置 换 【12 27 的 T,S, 有 
ECXris Xi)=E(Xr— Xs) (0, 
即 EC(XriD) EC(XH), AEF, 
于 (12,1) 成 六 ,4 
13 取 设 人 二 {Xw,n EW) 为 下 燥 ( 挝 ),S,T 为 有 界 停 时 , 则 
EC(Xr FA 【一 和 nn] A,S,. 《13.1) 
证 EE(Xr|F:)=E(Xrires Arir,s | ) 
—Xrires +E(Xrvs rss 1) 
=Xrires +irssE(XrvylZ:) 
rlrast sir>s— Ar. 
14 每 设 症 二 (XinEN} 为 于 蒜 ,T 了 TE , 则 
E|Xra| 2EX+—EX,., (14.1) 
E(lXzlirc) 3 sup El|X,|. (14.2) 
证 尘 为 萤 是 下 款 , 大 证 也 是 下 轨 ， 
E|Xra, firesEE|ArAn| =2EXr, 一 医 上 了 wo 
<2EX+ ENS3 sup ElX,|, 
(14.1) 得 让 ， 在 上 式 左 办 令 mo 并 用 Fatou 引 理 , 即 得 (14.2).# 
15 ” 定 拐 (! 极 值 不 等 式 ? 天 一 (有 FE 方 下 载 , 则 对 任 一 人 >0, 有 
MP(sup Xs) | XodP (15.1) 
的 > 
AP(inf Xi — A | XdP—EX,。 (15.2) 
er int Zk 
AP(sup [X42EX+— EX, C15.3) 
证 取 了 一 inf 纺 ; 玉 之 和 入 1, 则 <n 为 有 界 停 时 ,由 定理 12 


EX, >EX;= | i dP+ | XdP 


Bop 二 大 六 全 Su 
>AP(sup Xr A+ | xX, dP 
此 本 而 op Tk 民 庆 
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因而 (415.1) 成 立 ， 取 了 二 inf {8: 让 x 太一 1) An,, 它 也 是 有 界 停 时 . 同 
祥 由 定理 12 有 
EX,<EX, { XxX, dP+ | xX, dP 


A 
< AP( inf Xi — A+ | XxX, dP. 
天 三 人 in TS 


由 此 可 推出 (15,1) 成 立 、(15.3) 是 (15.1) 和 (15.2) 的 推论 ,有 
16 系 (Koxuoropos 不 等 式 的 推广 ) 车 让 为 团 ,EX3<<oo, 则 
P (max |Xrl>D) < -二 EX?. 
TE 因为 {人 3, neENI 是 下 灶 , 由 (15.1)， 
Plmax |X.| 守 A)=P (max XX 


< 去 | Xdp< ms EX?.s 
Pa 2 
17 定理 (Doob 不 等 式 ) 坡 才 一 (站 E 六) 为 款 或 非 人 员 下 积 , 二 
A7x—Sup | 和 4 :全 一 SUD | 汪 | ,出 | 
申 号 扩 Ei 


IX*Hg * Sup Xo, p>1, pitg!l=1 (17.1) 





EX*s—< (1+sup ELIX.llog’ |Xa11). (17,2) 


e— |] 
证 苦 下 为 鞭 , 则 | 于 | 为 非 负 下 著 , 页 只 需 对 非 负 下 款 加 以 证 有 明 ， 巾 
(15.1) 
P(X;>ND< I| BX dP, />0. 
专 四 (4) 为 [0,co] 上 非 负 连续 渤 搓 稍 数 ,中 (0)==0， 疆 (XX:) 可 
积 , 则 
a. | ri 
EDCX: =| POX*#2> A)dD)S | (二 | 站。 dP)d®() 
二 


n+ 


=| XA( fap. (17.3) 
加 加 


为 证 (17.1) 不 妨 设 sup 1 天 <co ,这 时 | < 加 | 天 由 之 oo 和 落 
取 呈 (4)==47， p>1 人 代入 (17. 3), 有 
三 | 飞 ; -ECX | * 五 -2d 四 一 gEtX AN 7!) 
9 1， lB . 
由 此 可 得 
| 本 人 

全 no0 利用 Levi 引 理 , 轩 得 (17 17). 

六 证 【17.2) 取 中 (人 ?一 (14 一 丰 +, 风 | 


。 。 如 [4 一 于 ) 
EX 一 1) 扫 EC(T 一 1) <E (xX, 人 可 ) 
=E(X, log* X*)<E(X, logt X,)+ 一 EAX:, (17.4) 


在 上 式 最 后 一 步 我 们 利用 了 log5 二 之 及 
a |og ”Pa log'at+a log+ 2 a jcog+ a + GDp2eD 


由 《17.4) 可 推出 





他 noo， 利用 LéYi 引 理 印 得 {17_2). 8 
18 室 设 革 二 {nnENWN} 汶 对， sup EX%<o0, 则 
[E24 请， Na | <4supl|X, | 


三 、 应 用 


19 命题 Komxoropoa 不 等 式 设 瑟 一 !1 三 ,为 下 独 记 r,Y. 序 
HE X=0, var Xs =a ,hE1,S, = 由 对 任 一 0, 有 





1 Ee) <P(max Si 之 e)<< 占 | SzdP 
> UR Es | 
] 全 所 玫 
< ak. C19.1) 
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证 由 例 2,1514,8 字 1} 为 鞭 ,(19.1) 的 右 灶 不 等 式 即 (186.1). 为 证 左 
半 不 等 式 ,首先 注意 {58 一 安 0 hz1) 是 拷 , 由 有 界 停 时 定理 ,对 有 界 
停 时 了 ,有 
ss 
克 pe CT 
其 次 全 A={max 1Sri 守 2e} ,7 了 =min {: [S| 之 ge} 信 nn， 风 了 为 有 界 售 
HF BIS 二 ir | ee 二， 二 而 有 
之 3P( 4 )<E (三 of ) 一 —ESS<E(s 4+), 

出 此 即 得 {19.1) 的 并 半 趟 等 成 、* 

注 合 题 3.4,.1 中 的 (4.1 为 《19.1) 左 半 不 等 式 的 特例 . 
?20 命题 (Hijek-Rényi- 周 不 等 式 ) 设 天 一生 1) 为 韭 负 下 鞭 ， 
{Cry 为 非 侍 各 数列 , 则 取 上 一 0 有 

FP max CeXe>e) 生 一 它 [CECX A— Xe ) 


1 

+ (Ceti) EX]. (C20 11 

特别 当 了 二 4Y,,n 字 1) 流下 独立 rf,VY 序 区 时 ,EY ,=0, Var YY 二 o2; 
区 人 号 为 不 增 非 负数 刚 ， 
PI max C* | 


中 定 呈 冰 








>e ) 所 二 岂 Clo3. (20.2) 
时 一 了 


Cr k= S; (CR i— Ci 1) 
Pe 
< BY {CAX Ri) tC CN KL), 
而 上 上 式 石 端 为 非 负 下 磐 , 故 由 (15.0) 可 得 (20.1)。 为 证 (29,2), 只 需 
注意 到 CSCh 当 和 六 时 ,ECX$ 一生- ) 一 at, 因而 


PlmaxCe: 


] 扩 





> 了 | >。 一 PCmax CEXE>e’) 


1 呈 尼 二 吕 
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< CECXI- XI) CC3o3 


£€ 4=1 好 了 一 工 








注 对 零 均 值 独立 r.y 序列 1 了,,n 访 1), 若 卫 za oo , 则 利 
用 这 一 命题 可 直接 推出 im 一 总 Yi=0 a.s.. 


21 例 设 {! 有 nz 为 id TY, 序列， 
PX,=1)=p, 下 ( 一 一 1 一 9， 0<<b< 1， 


pb 二 g=1, 9 一 人 成 了 HT ] 
+=1 


{Ss, 1 之 1} 常 称 为 卫 机 游 动 ， 它 可 用 俯 描 述 质 点 从 原点 出 发 ， 每 时 刻 
独立 地 以 概率 或 9 分别 向 右 或 向 左 移动 一 档 ， Ss, 表示 时 刻 # 质 点 
的 位 置 . 着 a,8 为 有 限 正 整数 ， 
T=inf (nn.S,=b 或 一 4a}, 
则 了 为 停 时 . 
当 岂 一 g 一 地 时 ，15w,n 这 1},153 一， 021) 都 是 拷 ， 故 出 有 内 
停 时 定理 ， 
E ST =0 
E > 了， =E (7 An) 《21 1 
由 于 197.s| 寺 max(ra,b)， 故 
ETAn)=E S23, Max (a, poo, 
他 Nn 一 oo0 即 得 ET 之 coo. 又 由 Wald 等 式 { 定 时 (3.4.15,3,4.16)， 
ES,~0, ES#=ET<o. 
党 记 PP-,=P(Sz=—0, TT<%), P= P(Sr=4,7T<oo), 则 由 
Pl) 1, 
可 得 
Ps 二 上 二 1, 
由 ESz=0, 可 得 
—oP-,.+ bt;—0, 
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bp | a 
一 -~ p ;=— 一 一 一 Ts 


ET =E S23— Pa Dbab, 
le . _ Yn 、 
当 p#g 时 ，{ 人 一 引力 on> (4) :> 笑 为 台 , 同 样 由 有 
界 停 时 定理 ， 
ES, r=(p—9) ET 入 站 )， (21.2) 
a Sn . . 
E(2) =—1. G21.3) 
志 击 于 js < 锭 maxfa,5) ,由 (21.2) 可 得 ET 之 oo, 且 
| 
ET— _!_ES,<o0 
3 <o0, 
车 同上 规定 Pj_,,Ps, 如 出 了 (了 Too) 二 1 ,有 


Ps 十 2 二 1. 
而 由 (21,3), 令 nn 一 oo0, 可 得 


(Pe 


庙 此 可 解 册 
CG) -5) pe) 
0 
ET= _ 1 = ES = ~ (ap ,+ bP,) 





_ 6 _atb 人 p) Gp) 


py HY 1 (2 
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8 4 加 的 收 长 定理 及 应 用 


一 、 收 敏 定理 
1 设 汪 ={N,,HE NY 为 适应 T,Y, 序列 ,a<b 为 两 任意 实数 , 令 
7 =0, 
T=inf{n: <a)), (1.1) 


T=inf {ni:n >T, ,N20}, 


Toi=inf inn Koo, Tor=int 4n:n2>T3 1, Kb}, 
若 取 下 确 界 的 亿 会 是 空 集 , 下 确 界 约定 为 十 吕 , 则 由 命 晤 3,4.4, 《Ts:， 
下 六 0 力 倍 肝 。 定 表示 天 轨道 站 次 小 与 生平 和 的 时 肇 ,7 为 了 之 后 
志和 胃 道 衣 次 达到 或 二 过 已 的 时 浏 .者 了 scoe ,风月 工 和 全 让 的 轨道 
于 所 了 [ap] 一 次 . Tyyi 是 Ts; 后 让 轨道 首次 小 于 于 于 9 的 时 刻 。 
若 Yrcece, 则 自卫 :到 了 的 轨道 从 a 进入 [La,5] 并 穿越 [ce 
一 次 , 称 之 为 上 穿 ， 若 以 D8CX ,0) 表示 (这 1,"… 有 示 完成 上 穿 [a 
的 次 数 , 则 I 
{U(X ,RT 
(OX, = = {TT EEF,. 
2 命题 (上 字 不 芋 去 ) 设 症 ={XX，,，KE 让} 为 下 持 ， 则 其 上 穿 次 数 
US(,#) 满足 
E {UL(CX ,mo [LE(X,—0)*—E(CX—a)+] 
< 于 (EX+ 二 1al) (2.1) 


证 ”取证 ,二 (区, 2 二 {XN} 仍 为 下 款 ,， 且 (CX,n) 一 
Ue( 训 ,m9). 区 技 (]， 区 i 了 字 07, 则 4 7 这 0} 为 停 时 ,os 了 ， 
As oe 

人 六 n 一 人 一 分 《Ts 一 全 ranj 
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一 之 (Arsoo 一 人 mon) 十 之 CART A ): 
第 一 个 和 式 中 每 一 项 都 是 非 英 的 , 且 
Kr Rr, ,a) UECR, mb a) 
第 二 个 和 式 至 多 为 n 项 相 如 ,上 且 由 有 者 停 时 定 奸 ， 
E (Nr 和 一 站 rn) 


= ENT EA 2 )2z0， 


下 
E (名,—X,)—E [BR ,1 )| 
十 上 | Rr — Xx )| 
(6—a) ELUS-"(F,.n),] 
因此 


EUL(X, n=EUS "(KT, nS E(X,—K,) 
= EL(X,—a)"—(X ol (EXt+!al).s 
3 定理 《DooP 收效 定理 ) 太 二 {让 ,hn 世 入 }) 为 下 甘 , 着 sup E + 人 oo 
或 等 价 地 ，supE [|X| 之 oo0， 则 当 fn=20 时 ，{ 玉 ,a.s, 收敛 于 可 积 
ry 让. 


证 ”首先 说 明 条 从 的 等 价 忙 . 
sup E X48UDP EX.|=sup (2 EX+— EX,) 


委 一 上 天 十 2 Sup EX;. 
由 al 计 ,n) 随 n 递 描 ,ICU04(X)=lim Us( 六 ,mm), 它 表 示 1 大 nzz0} 
寺 穿 Lo,8j 的 次 数 ,容易 看 出 


= 12 + 





下 
:3E 


其 中 色 为 有 邓 数 全 体 ， 汀 用 上 穿 不 等 式 , 有 
PAUSCX, n) Ek) 二 E UX, 


{or lim Xo lim Xa) = YU {0: ULCX)=+%), 
好 :办 扩 


1 


Hy (SupE XH+ lol), 


令 joo，, 得 


UN)=o DUS (A )>R)S (supE A% 十 191)， 


ll 
RD 一 oa) 
Romeoo) 一 0， 

RPR im Xu lim AS BD PAUE(X)=+m) 0, 

由 in Cr 


民心 后 全 


因而 存在 Fr.Yv 上 -使 本 一 。。 4,8,， 出 Fatou 引 理 ， 
ElIX。.l< Sup E | 么 <ce 
所 以 A 为 a3.3. 有 限 卫 可 积 T.V 
4 定义 让 一 {onEND 为 蒜 ( 下 辑 或 上 骨 ). 河 大 在 可 积 Y.Y .5 使 
E(EIZF = X(TA,, Xa.s., neEN, 


则 称 六 为 右 闭 准 , 也 称 5 襄 闲 于. 
5 引 理 人 设 4ED,G 为 匀 的 于 域 族 , 则 {E(5 绍 )， 盆 E07 为 一 至 
可 积 r.Y. 族 . 

P(EC(E IB)I>N)S ry EIE(E1B) IS E él, 


所 以 
lim sup PilE(E| 2B) I>N)=0. 


其 次 ,由 《JEGE 罗 ) 人 > 属 )E 天 , 破 


Et) ape {| EOStig)aP 


Cs ) (IEE 


一 | Iléidp. 


at 


再 南 【5.1) ,8 得 
lim SUp | IE{E| BY | dP=0 .+# 


站 一 四 汐 撕 
(IEit wy 


6 定理 设计 ={ 玉 ,HEN 为 下 扶 , 则 下 刚 各 个 条 件 等 价 
i) 革 为 右 半 的 ; z 
证) 逢 1 一 (AT 和信 为 一 独 帅 积 
ii)》 省 关 一 ce 时 ,一 下 .SS 计 拓 - 右 闭 过 
这 时 必 有 下 + 这 六 
证 门 疗 证) 若 芋 闭 玉 ,加 革 , 之 EC8 1 ,)， 
OACE(E' IF,) 
向 引 理 5 {FE(E! | 沪 ) ,REND 一 发 是 积 , (7KREN}) 亦 一 吾 可 条 ) 
i1)=3iii 天 一 吏 可 积 ， 故 SupET+ceo， 册 了 boobp 收 伍 定理 - 
碟 一 Ya s ,同时 由 命题 2.4 16 入 foXta SD,X- 一 Ya.5,, 对 
任 一 如 E 胸 下 全 人 2 有 


Es dP jx dP= | Xap— {xsaP. 
省 
仿 由 一 ca , 国 丰 + 十 收 货 于 ft 机 对 玉 - 用 Fatou 可用 ,看 


XdPa lim | YY+dpPp 一 Tim | VY-dp 
- jh -十 ea | i 


<| Xtap- | XzaP= | Xdp, 
A 了 +4 
即 六 ,所 E(A I ) a.s,. 
.1 是 对 然 的 ,4 
注 非 正 卞 款 一 定 满 足 定 理 委 件 . 
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7 系 设 半 二 {XnEN} 为 著 , 则 下 肇 各 个 条 件 等 价 ， 

i) 并 为 石 财 的 ; 

计 ) 到 为 一 致 可 积 的 ; 

iiiy 和 as 及 。 右 闭 芝 ， 
这 时 必 有 XX。， 
证 ”这 时 这 +, 太 -都 是 下 和 黑 .* 
8 定理 (Lévy) 设 二 为 司 积 T.Y. ,多 -一 MY 多。 则 

E 【二 | 多 罗 一 ETE| 多) a.S. 工 !. 

证 证 大 一 ET(E| 多 有 为 右 团 蒜 ， 所 以 二 一 -aa,s. ,元 及 
发。 EB.N ACD,, MM mn, 


| xdP= | EdP. 


令 ft-+oo，, 利用 Xm>X。, 可 得 
[XdP= | #aP. 


记 yA | XdP=|: dP , 则 儿 为 4 类 ,9 多 。 故 
> Y= 
即 天 -一 ES = 了 
9 ”定理 设 汪 二 {XX,,nEN) 为 摧 或 非 负 下 针 , p>1, 日 sup |X,， 
<ce 则 (XnEN) -一 至 可 积 , 一生。 asS ,上 ?, 上 HH 
IX ts,= sup hl,. 
证 ”用 命题 2.4 可 知 , 东 sup 1Xwls<00,p 之 1, 六 必 一 到 可 积 ,， 让。 一 
Xoa.3, 是 评 。 在 财 证 ， 人 山系 2.11 可 知 ， 
| 本 《9. 1) 
利用 Doob 不 号 式 《3.17 可知 ,| 全 < se sup [nly ,| 上 o| 大 


-| 2 1 " a 0 A CT -EE"-= 1-- 一 


21, 故 站 和 emE NN) 一 至 可 积 ,天 , 信 六 , 且 由 (9.1) 可 得 
[X= Sup HX).# 


二 . 站 信 参数 摧 

在 这 一 小 节 中 我 们 塘 虚 以 六 -={0, 一 1 ,一 2,…} 为 参数 什 的 鞍 ， 
并 假定 也 有 国志 的 以 友 - 为 釜 数 的 rc 域 流 F 王 1. 罗 mnEN_) 它 满 中 罗 ， 
一 多 1, 每 修罗 。 痢 包含 一 切 . 罗 中 己 可 酷 集 ， 
10 命题 恋人 一 !1 二 GE 训 为 下 坝 , 风 | 

让 ”六 让 下 一 co 轩 ， 有 一 有 -入 .S 成立, 日 熙 (大 ,| 多 大。 

ii) 于 一 臻 可 各 的 充 要 条 件 是 lim E 六 , 沁 一 oo， 且 这 时 XX。 一 外 .。 
a.s. 2!, 
证 让 蔡 以 (于 ,0) 人 (家 症 这 501 型 _1, 玉 6) 上 上 穿 [a, 的 的 次 
数 , 央 由 上 穿 不 凌 式 (2,1), 为 

EVEXm)E EC 一 of 


E VEX, 二 -ECX 一 9) 


用 定 开 3 同 梓 的 六 法 末 证 ,im as 一 和 点-。 4.38. 存在. 

ii) 必要 性 是 显然 的 ， 

充分 性 几 相 理 5 {E(Xo 多 nrEA_ 是 一 黎 可 积 的 ,所 以 只 要 
证 明 {Xu—E(X, | 于， ) :2 ER | 上 的 一 臻 可 和 性 部 有 ， 这 样 可 以 认为 { 
拉 和 -是 非 正 下 山 ， 济 记 

A— lim E X= inf EX,, 
则 对 每 个 国定 的 ce 半 0, 必 存在 po, 当 n 志 po 时 
A<E 六 Ep, 十 三 ， 

有 | Xars | Xap, 

再 站 呈 一 次 下 开启 一 到 
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入 ] 忆 3 ne po ， 有 


| XdP-EX,— fx ,dP>EX,,—£— | XdP 
A Tm nM 
一 二 -十 和 ps dP, 
| ,一 
六 一 -地 
P(A 一 Nei Et(CO— 一 和 六， 一 bb 由 《10.1) 


所 以 存在 与 呈 瑟 关 的 ww， 僻 | il dP 将 此 式 代 入 (10.1)， 
了 芝 一 中 


并 注意 到 天 ,si0， 有 


| Eap<e， na (10.2) 
淹 和 i 
对 有 限 个 了 VY, DossSD ， 必 行 训 使 
| 和 -| de, pots0. (10 3) 
太守 人 一 下 
(10 2)(10.3) 光明 {6,nEN.Y 是 一 致 可 积 的 . 命题 的 其 余 结 论 是 明 


站 类 

11 标 设 XX 二 {inEN_}) 为 摧 , 旭 半 必 是 一 致 可 积 的 , 且 当 nn 一 
峙 ,于 as LL. 

12 定理 如 为 可 程 Tf.V, = 用 多, 则 


妖 上 在 师 一 


lim E(E 多) 一 ELEIS-)a.sS. 


.| 


证 记 太 ,二 E(E| 实 ,), 风 1,n EN) 为 一 至 可 积 的 . 当 #r 一 00 国 
NA a ,Li A ,人 


| XdP= | gdP, 


念 1 一 一 ce ,可行 


{x-. dP= | idP, AEF_, 


故 让 -二 E (EF ) LE 
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13 定义 车 轨 一 多 aeE 为 递 碱 = 域 流 , 即 贸 , 一 字 。 ,及 每 个 
宅 ， 和 所作 一 切 多 可 了 略 保 ,又 上 一 人 下 在 必 为 (多 适应 可 积 并 .YY。 
序列 ,再 
EC(X,| 容 。) 一 和 syti 
则 称 这 党 倒 鞭 . 
对 倒 革 上 ,和 在 念 


了 .一 人 nO0, 
网 {YE NN.! 便 是 {多 ,EE 并 -} 这 应 负 值 参数 扶 , 有 关 贷 值 参 数 
秋 的 结果 不 难 吉 校 用 于 合 拷 . 


三 、 一 般 人 条 时 定 还 


14 定理 设 让 =={X ,NnENITN 一 入 U1 十 co} ) 为 溃 闭 著 , S&T 为 
两 个 停 时 , 则 六 ec 着 z 为 可 积 的 ,入 


El l=; SS (14.1) 
证 ” 先 证 明 对 任 一 个 时 汪 , 布 
E (A P= a.S。. 《14.2) 


对 任 一 4E Fs;, 有 4(S=#) EZ,, 因 而 由 处 为 右 闭 蒜 ， 
XdP= | XdP 


[| A 二 


| XAP= 本 XdP+ 上 XdP 
= | Xap+ | XdaP 
开 人 ny 和 一 om) 


一 外 DX t XJ)dP 
过 
=| XsdP. 


因为 .4 是 包 , 中 任 一 集合 , 因 替 (14.2) 成 立 ， 
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题 2.6. 

E(X.{ FEE(E(X, NF NR)=E(X, FX a.S, ,# 
15 定理 设 半 {XX,,nEVN) 为 右 闭 下 蒜 ，S 达 了 为 两 个 停 时 ， 则 
天 天 可 积 , 理 


ET > | 日.S， . 《15,1] 
证 XOX ECX, IF,))+E(R SF ) = ,, 
{了 ,二 EC 5| 字 ,)} 为 右 闭 蒜 , 闪 而 按 定理 14Yr 河 积 且 
ElY y=;. (15.2) 


2 一 疏 v 一 EAX 多) 为 非 直 下 款 ， 由 系 3.13 ,对 敬之 4 有 
EL Zn 多 Zrhn， 
令 放 一 oo 并 由 Fatou 引 了 理科 
EKZz|. 多 rnn 
因而 对 什 一 4E 罗 。, 有 


|2dP=B | Zap+ | ZraP 


运 AL ST 二 5 


> 辽 | Z,dP+ | 7.dP 


要 一 二 一 7 


一 | 人 ZuTe-o 士 Zen)dP 一 | ZsdP, 
A | 六 


即 ECZr| 多 之 2 由 此 及 《15.2) 即 可 推出 (15.1), # 

16 么 设 二 =1E 六 为 一 臻 可 积 蒜 ,8 为 停 时 全 休 , 则 | {这 7， 
了 E FF} 是 一 臻 可 积 的 ， 

证 ”由 系 7? 了 六 为 厂 闭 的 , 豆 立 7 二 E( 六 | 天 2), 由 引 理 5,{AXz,T EE) 
是 一 至 可 和 的， 


四 ,应 用 


17 ”命题 【Korxeoropoa 军训 样 ) 设 了 二 {7s,，# 守 1 为 独 灾 rT,Y. 
序 烈 ， 洲 * 表 其 民事 件 域 , AE , 则 P(A)==0 或 1. 
证 记 学 ,二 ol 了 yj 息 1) ,出 字 , 与 olY ,7 守 # 十 1 ) 忆 过 * 独 并 , 玫 对 
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AEB*, 
PiAILZ Y=P( A) : 
下 一 方面 下 Levwy 定理 (定理 8)， 
lim P(AIZ,)=P( AIF.)=1, 

故 PCAY=J， a.s., 即 和 有 P(A)=0 或 1.4 
18 ”命题 (Borel- Cantelli 引 理 的 推广 】 设 {4,，n 访 1} 为 适应 事件 
序列 , 则 | 

PilAsio ACL DPA PF)=+ m=0. C18.1) 


证 令 X, 一 六 [7a 一 P(A; I 人 8321 为 著 。 对 任 一 常 


数 CD0. 会 
T=inf {n:X, ce}, 
由 人 为 便 时 、 记 天 7 一 1 区 1 出 系 3.t ,二 7 仍 为 部, 且 因 对 每 
个 9， 
i 十 1， 
故 由 定理 3， lim A yan 有. 5. 存 住 有 限 . 在 人 :8Up 卡 以 中 je = 


{ww TO)=o0} [ ,= 六 ,1, 
{ sup Xo lim 太 , 存在 有 限 }， 


族 在 { sup 天。<o0} 二 Ut smp Xa<e} 上 lim 和 ,存在 有 限 ,部 
: (@: BD 1 Se} ={ sup Xoo}te: D100 
一 to: lim X, 和 存在, 有限}w: 台 4 <co)》 
{0 > P(A NF) as 
对 一 ,进行 同 笑 的 讨论 ,可 得 
(0: DB PUANI LA) Sct{o HH Se} a,s.. 
又 因 {0:4ni.0.) 二 {ew: 加 1 一 上 ce， 出 此 即 得 (18.1).* 
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注 攻守 AY)<oe 出 :> i)<o, 政 
(ANF IR 3.S. . 
由 《18.1) 即 得 PCA4，。 je.)=0、 若 14a3zT 为 独立 事件 序列 , 取 
old Ten), 则 了 (4 及 一 五 (4 门 ， 当 这 P(A) 时 ， 
名 下 | 有 一 十 ce as,, 故 由 (18.1) 可 得 P(4。 io,)=1. 所 以 
由 [18 1) 可 推 续 Borel-Cantelli 引 理 . 
10 命题 (Konzworopos 强大 数 法 则 ) 变 {,，n 访 1} 为 iLid .rv. 
序列 , EY 存在 , 则 
Plim EY)! (19.1) 


证 不 妨 记 多 -=c[ 它 2, 则 密 -。 IC 静 -由 定理 12， 当 号， 
co 时 ,有 
lim EY 1 B=EY |B a8. 
另 一 方面 ,利用 绢 -=o( 守 了 oy，…) ,又 因 (Yh>n 十 1) 与 六， 
> 了; 狂 这 ,和 仿 系 2.27, 有 有 
ET 多- 一 E (YI SY)=EYH OY) (ken) 


一 EY 忆 了 7) 一 二 为 y 

在 上 式 中 第 二 个 等 号 利用 了 HE 上 癌 分 的 性 因而 其 分 布 
闫 于 是 标的 任意 置 模 是 未 塞 的 ， 由 此 有 即 可 得 二 YX 4.3,, Li. 
区 过。 并 不 依赖 于 了 市 前 下 任意 有 限 项 , 琴 而 改 。 是 关于 的 尾 事件 
域 可 油 的 ,由 人 溃 题 [7, 六 。4,3. 沟 常 数 , 必 为 EY 了, 故 (19.1) 成 六 * 
20 命 腾 设 了 一 tfzz1 为 独立 了 ,YY. 序列 ,y(t 二 Ef{e*r"), 多 
> YY 4.3, 踊 各 于 有 限 r,Y, 的 充 要 条 件 是 存在 Lebesgue 正 测度 集 
UU , 当 1EU 时 ,II pst) 收 仇 互 极限 不 为 零 ， 


* lBi: 


证 光 车 习 ra.s. 收 圾 ,由 六 的 独立 性 . 
Ele" 关 , "1)= JT Ee)= fot) . 


今 4o0, 可 得 四 ( 揣 全 E(e 和 ) 一 十 w;(0)， 由 控制 收 俩 定理 ,人 
对 了 连续 ，80) 一 1， 所 以 国有 在 二 9 的 某 个 邻 域内 不 为 零 . 
二 记忆 ,一 YY, 由 II ex 在 ;GE 芝 收敛 卫 不 为 零 , 则 当 !E 芝 时 ， 
必 有 及 1) 天 9。 信 
Z,=exp(itX,) /LH ot). 


荷 F 二 {多 ,，1E WN} 为 Y 的 自然 o 域 流 ， 则 利用 了 站 44 与 多 。 的 独立 
性 ,有 


EB(Zon lI ) =exp (litX,)E(erranl| 9 )/ Lo 
—exp(itX, Ee )/TL w(t) 
=—exp(itX,)/ J ot)=2, a.8., 
所 以 ={2Z， mn 之 1) 是 复 值 黄 , 用 
[Zr = expGX NIT eADISI oAD I <, 1€U, 
即 fEU 时 ,ZZ 为 有 界 蒜 , 由 定理 3,2Z, 一 2Z。a.s. 存 在 , 故 对 1EU, 还 有 
exp HX) =2 [ot 2TH ot) a.s.. (20.1) 
i 1=1 j=1 
下 面 由 此 式 来 证 明 瑟 , 一 瑟 。 a.s. 存在 旦 有 限 . 若 以 4 表示 直线 上 的 
Lebesgue 测 度 ,证 
D={(t, 0): lim explifX (wm)) 不 存 福 ， EL 上， 


则 吕 是 (R'X0, 吉 xX 实 ) 上 可 测 集 , 当 1E0 时 , 由 《20,1) 了 (D,)=0 
(D, 央 局 的 1 截 口 集 ), 因 而 由 Fubini 定理 , (4xP)(D)=0, 并 有 可 
»- 避 芝 ~ 


咯 集 让, 当 orEN: 时 , 4(D,) 一 0， 对 他 一 有 界 Borel 储 SC 人 会 
Fa(Xo) 一 | expCX) A) 
则 由 接 制 收 北 定理 ,党 @e Ne 时 ,jim 产 (X。) 存在 且 有 限 ， 
其 次 , 我 们 来 证 明 jlimlXo|< eco) 一 1 若 儿 * 表示 了 的 尾 事 件 
域 ， 则 什 南 | 区 oj 一 十 co)E 弛 s 着 了 (jn X, 一 十 %) 一 1， 义 国 
lim fs( A») 2.5. 存在 ,， 改 由 分 析 中 的 Riemann -Lebesgae 引 理 ,zx 


任 一 有 界 Borel 集 SCU, 必 有 
im fA(X)=0 wvENANmY,=+o0). 


因为 | 关 ( 才 和 妥 As) 故 用 控制 收 伍 定 妥 ,对 每 个 有 界 Borel 集 人 SS 有 
lirr E 大 (一 0 


但 由 Fubini 定理 
E 天 (全 一 |.E CexplitX)A =| DN v2), 

I oD 1&1, 也 由 控 币 履 伊 定 既 ， 

| eADAaD= tim |。 1 et A(t)=lim Efs(X,)=0. 
由 悦 的 任意 性 , 改 

| vt)=0 ftELU a e.dd, 

与 命题 假设 矛盾 . 因而 P( Tim |X ,| <0)=1， 

最 后 , 我 们 让 明 ，, 六 wk Ne， 出 

iim wo) 和 在 ,有 限 . 
若 个 然 , 有 lim 人 (060) 一 之 a= Tim 站 (wo), 则 由 于 
lim expQt4 ,cwo)) 存在 有 限 a,e. ,1€EUV， 《20.2) 

以 有 
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TF nm - pm rl 六 二 


eXpt itca) 一 ex 
比 式 只 能 对 1 一 《kh=0,+1,…) 成 立 ,与 (20.2) 矛盾 ， 因 而 当 
Eto,lm!X, 0) [< to: UD,)=0} 
必 有 lim 6) 存在 且 有 限 , 邑 PY,a.s. 收 化 .， 
21 命题 设 V={Y,,nEN) 为 白花 序列 . 
i ) 着 刀 EY3<o0, 则 六 ,在 a.s, 及 工 意 义 下 收 合 ; 
ii)》 着 {ww.n€ 入 } 为 递增 趋 于 无 穷 的 数列 , 又 4s?*E Ya<oo， 


对 lim HY Y=0 a.s., 


me Hs 21=1 





ii) 如 号 EY3—+o0,s3—BE Y3, 则 对 每 个 e>0， 
lim (3 Ys/s» (logs3) ts)=0 a.s. . (21.1) 
证 让) 记 X, 一 六 了 1 则 (XmnEN) 为 对 ,EX 一 加 EVIEY’ 
之 o9 出 定理 8， 天 一 有 8 SS 上 . 
ii Hi ) 习 us 由 ronecker 引 理 ， 


lim- |. 


Tm tn 


~ Y ;=0 号 .号 . 
于 过 人 


iii es, (logss tr:, WM go 二 co , 旦 . 





也 也 也 
。 5 一 时] 3 和 dx 
nu-2 EY2:=—=s— 1 — 一 
" sa{tlOomse )!lt? se , x(Iog x)+’ 


改 六 二 下 V2<o0， 由 这 《21.1) 成 立 ，# 
注 ”作为 本 命题 多 特例, 取 {YY zz 上 为 等 均值 相互 独立 了, 序列 ， 
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则 由 此 命题 可 推出 定理 3.2.3 和 命题 3.3.6.# 
22 合 蚂 设 记 ,PP 本 为 (8 有 工 概 认 测 度 , 且 


已 <P， 7(o)= 


i ) 漆 将 也 ,了 ;站 作为 多 ,上 概率 测度 ,分 别 兴 以 PY，P9?， 则 


， , ap, 和 
PP fo) = f=E (GP lS ) a.s, P, 





Ei( 表示 美 于 记 的 期 举 . 
ji ) lim fs 0)= f(tm)=E, dP 552) as 五 


证 1) 五 ?长 呈 人 后 时 然 鸭 ,对 4 和 区 ， 
fap,= ap PA)= PA) = fap, 
所 f=E (fl) as Pl, 
i1) 是 Levy 窜 中 的 直接 推论 ,3 
235 人 及 作 抱 区， 站 是 ( 届 , 区 上 的 概率 测度 ,由 寺 cbesgue 分 解 定 
PA)=P, AMY+ NFO)P (do), P(AM)=0 





下 曾 ,我们 给 定 联 
dP, fe) wE Ms, 
dpP, wp 本 十 ce EC 
5 .dD, 





命题 设 己 ,已 为 (只 ,多 ) .上 概率 测度 ，f, 一 沁 7 一 天 | ， 
有 1 有 


Un 
1) 1im 六 一 上 a.s. P,P,; 


ii) 在 多 上 也 , 刀 记 | 的 充 要 条 件 是 对 每 个 ?在 多 ,于 已 坟 D， 
且 瑟 ， (lim jw<co) 一 1 


+* 1165. 


1 a = ~ i i 


iii) 在 多 ~- 上 产 上 已 的 充 要 条 件 是 二 (lim 亡 一 十 ce) 一 1， 或 等 
价 地 ,Pim f==0) 二 1. 


证 取 P=5(Pi+P), 则 P<P,PgP 








dP _ dD 
dP 加 i 全 dP 村 ,SS. 天 ， 
全 PP,,— Py 人 a.s,. PP, 
到 “ “ dd 记 











所 以 f= 一 亡 一 as P. 市 在 多 于 ， 


P; 


P,P < PAM)=| <> (foo=+o0)=]1. 
对 的 号 1 ,让 的 位 乱 ,了 下: 


Pla < 三， 天 一 二 co)=1 < Pi(f.=0)=1,s 


五 、 上 先 的 分 解 定理 
24 定理 (Dooph 分 解 )〗 车 才 一 to 六) 为 上 蒜 , 则 必 可 表 为 
和 ,一 上 一 4 

其 中 本 =1MaE 人 为 贺 ,4 一 (danE 上 } 为 可 料 递 增 序列 ， 4 一 0， 
生 具 有 这 种 性 质 的 分 解 是 唯一 的 . 
证 念 了 一 工 。 一 你 ni， 《了 ot 为 上 上 鞭 差 , 记 

y=—(Y,—E(Y, ,TE (FY, |.) (331), 
网] 4¥ ,一 E (YF,-), 1 为 款 益 ， 蕊 (7 ,| 多 1) 所 0, 令 


M,=XX,+ > [Yj;—E (YF.)], 


4 一 一 为 E (7 放 8 (>D ,4 一 0， 


则 容易 验证 佬 ,人 4 满足 命题 要 求 ， 若 个 还 可 只 为 
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M 一 如一 怀表 一 
风 
MC— MM = 一 A;. 
和 有 的 可 料 往 及 并， 并 为 鞭 , 记 得 
As—A: EM — MM 
一 一 一 日 
下 分 艇 且 唯 -一 的 ,# 
25 命题 (Rieszs 分 解 ) 设 夭 一 (ftE 为 上 款 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
i) Jim E X ,> -oo, 


i) A 有 如 下 分 解 
和 了 (25.1) 
划 趾 丫 二 {有 EN) 为 对 ,一 {25 ,NEN) 为 非 负 上 上 租 ，jinma E 2, 二 0， 


及 :只 有 这 种 性 质 的 分 解 为 叭 一 的 , 特别 当天 汶 非 钠 上 执 时 , (25,1) 中 
的 了 也 是 非 负 的 . 
if Vii) i) EX,=EY,+EZ,=E YEZ,BEY,>—o0. 
i}=» ii 由 Doob 人 分解 .二 于, 一,， 
EX,=—EM,—EA,=EM,—E.4,. 
条 和 可 推出 lim E A4,<oo, | 如 4- 一 1im 帮 , 是 可 各 的 .地 
,一 RM 一 EC | 多)， 
二 一 ET 4 | .,)— A,, 
岂 容 易 验证 了 ,届满 中 这 的 此 求 . 
唯一 性 ， 共 入 有 男 一 县 有 有 同样 性 质 的 分 解 ， 
YF 二 2 = 2 
则 B= 一 了 一 Zi: 一 2 力 鞭 ,用 无 收 敏 于 过 , 即 形 一 致 可 各 且 环 。 
一 0， 
YY’:=ir ,=E .|Z,)}=0, 
所 以 其 有 二 述 性 质 的 分 牌 是 十 一 的 。 
特别 当 有 下 为 韭 负 上 上 鞭 时 ,有 


YY 一 1 一 (4 多 一 tim E(M» 1 +) ~ lim E(A,1 PF.) 
=lim E(M,~A, | )=1im ECX, [FE0.* 
26 命 且 (Krickberg 分 解 】 没 半 二 {了 wnEN} 为 上 扶 , 则 下 列 条 委 
等 价 : 
i) sup E Xoo; 
ii) 可 表 为 
种 a 一 三 一 凡 。， 《26.1) 
其 中 工 ; 为 非 负 上 蒜 ， 用; 为 性 负 鞍 , 旦 这 时 可 使 才 的 上 述 分 解 具 有 最 
小 性 , 即 茬 芋 ,== 二 一 前 ;中 芝 的 男 一 分 解 , i, 币 ; 分 蚤 为 非 员 上 思 
和 韭 负 莉 , 到 避 和 
Ln, MoM,. 
iE iD i XTRANM,,N EX EEM,—=EM< oo 
i 一 > ii》 对 -= 一 {Xi ,#8EN} 为 非 负 下 寺 ,， HlimE( 一 入 :起 
lim EX 一 supEX; <co ,以 人 民 iesz 分 解 : 
-= 
其 中 { 量 ;,n€EN) 为 非 负 和 闲 ,!12Z,) 为 非 负 上 著 . 令 
:二 尝 s 十 并 字 一 让 7 十 前 ,二 这 0， 
?为 非 信 上 凌 ,(26.1} 广 广 ， 
最 小 性 攻 瑟 有 另 一 回 垃 性 硕 的 分 解 ， 
L— M,C—X,~—L—M’, 
同一 p00, 和 
MH: 一 上 (+ ECX | ) = MM, —E(l2,rp EE 
症 上 式 厂 六 仿 p 一 00, 并 由 Zp 仿 0, 可 得 El(Znsg1: 久 ,三 0, 基 
MM, LL,.# 
注 ”从 上 述 证 有 明 可 史 
ML = 
27 系 设 广 二 (n,nEN) 为 挝 , 且 sup Et+t<eo, 则 入 可 表示 为 
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XL i ,, 
其 中 工 。 邮 。 孝 是 非 名山 日 使 上 述 分 解 有 最 小 性 . 


小 结 


本 章 8+ 卫 容 是 第 一 .二 和 章 测度 论 内 容 的 继续 ,主要 介 妇 广义 测度 的 
三 涉 基 本 定理 ， 了 ahn-Jordan 分 解 .Lebesgue 分 解 与 及 adon-Mi- 
kodym 定理 ， 由 于 Hahn-Jordan 分 解 , 对 广义 副 度 的 研究 可 归 为 正 
测度 的 情形 来 考虑。 测 认 绝对 连续 与 及 一 二 导数 也 是 概率 论 中 常用 
的 得 念 。82 介绍 条 件 期 望 的 丢 念 。 用 测度 论 廊 法 规定 的 一 般 条 和 件 期 
望 往 全 玉 自 十 典 的 茶 伯 购 率 ,但 与 击 红 的 区 件 归 率 已 有 很 大 的 不 同 。 一 
发 条 任期 望 已 成 为 随机 过 程 汪 数理 统计 中 不 可 玖 少 的 概念 与 工具 。 8 

筷 二 段 中 提 到 了 她 常用 的 条 浓 期 开 的 性 质 ， 因 而 首 鞠 要 蜂 绒 宇 担 这 部 
分 内 容 ,.83, 人 4 介绍 岛 表 系 数 灶 经 典 理论 的 内 容 , 左 本 书 中 选择 这 部 分 
内 容 ， 一 是 因为 现 令 蔷 论 已 成 为 随机 过 稚 己 新 理 统 计 理 论 研 究 中 的 一 
种 重要 工具 ,同时 学 习 鞍 理论 本 身 有 助 于 玖 蛛 掌 握 杂 件 期 理 的 概念 与 
性 上 质 , 在 这 两 节 中 重要 的 是 倍 时 定理 与 各 种 革 收 就 定理 ,这 两 节 不 少 内 

容 是 围绕 这 两 个 定理 展开 的 ,有 此 结论 也 可 看 必 为 这 两 个 定理 的 应 用 。 
在 83 S84 中 介绍 的 一 些 应 用 蕊 将 第 三 齐 独 评 rf,V, 序列 中 一 些 生 要 结 
困 者 用 凌 的 工具 给 出 了 新 的 证 明 如 推广， 由 此 足见 著 这 一 工具 的 
威力 ，。 


站 丁 
.证 明 对 任 一 广义 广度 二 1 ，p?* 安 14~ | 风 。 对 后 面 情 况 写 出 R 一 N 
导数 ， / 

2、 设 fi aeEI(R PP 一 | ,fd P=1,2), 试用 fi(i=1,2) 表示 
Fa 种 上 9 绝对 连续 证 育 红 的 洒 件 .A 和 Ha 同 RR 一 NN 导数 及 Lebesgue 分 
解 ， 
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12, 


车 昌 为 某 个 不 可 绚 集 ， 六 二 人 已: 忆 CO,E 或 Er 可 列 }。 (EB)=E 的 点 数 ， 


zy(E)=0 或 1!， 视 玉 可 列 或 不 可 列 击 定 ， 则 全 上 4, 但 v 不 能 表示 为 关于 中 的 
不 定 积 分 。 


， 试 证 | (CAsupt) Xap: Xes, I St, AE F, 
. 设 1a 人 为 《71) 寺 概率 再 度 族 ， 则 存在 概率 普度 了 PP， 使 对 每 个 Ce ， 


Ps 人 冬 声 的 充 野 条 件 是 存在 2，H 六 IC 了 7 长 cnmz0,， 加 cw 二 1 使 Q= 
>ieof mo 与 PeiaE 了 Ti) 等 情 , 即 对 任 一 4E ,QA]=0P Pel A}=0F 4E 了 7。 


， 对 (8, ) 上 朗 府 测度 P,Q。 试 证 ， 


1 人行 慨 过 测度 上 ,全 了 器 倒 此; 


iD 闭环 满 玫 i， 取 PP.O=| VE2 do， 则 P( 也 ,Q) 与 & 的 到 法 
bp duadr 


无 关 且 Ps1， 
ii 对接 i 让 规定 的 P， 则 ACP,Q)=0 的 充 要 条 件 是 已 LQ。 

iy) 对 按 ii) 规定 的 P， 

P(AP,Q)= inf{ Dv P(EVQ(ER) ; Exe (Er k1) 为 2 的 分 挤 }, 


-证 【8 天, 五 } 汐 概率 空间 ,型 为 多 的 于 域 , 若 ArF,B={6: POA 8}=0}, 


验证 i Be 名, ii} PCA/ BY 二 0, iii) 车 大 B' 满 是 上述 站 ,i1i)。 则 
PB/B’')=o. 


.二 明寺 Xe ry., BELXYIYFJ=Y.,ELYIXJ]=X,WX =Y,; 


ii)》 可 人 1 ,名 ; 鸭 实 的 李威 ,了 若 克 1 =E[ XIg1] ,Xs =—=ELYI| 9], 
号 一 3 ml A 
iii 着 I, NEL ,ELXIYJ=Y,ECY 一 三, 则 X=Y. 


， 没 其 后 开 3 办 为 子 立 域 ， 斌 证 i var(E(X| 8)) 扩 var( 计 )， 


ii aE[~,+ Y=XAdNMNEY -EY| 多 ) 订 3 引 人 1 
EI[X—ECXIS))! 8}, 


.对 p 守 1 车 XoR, 则 ECK, BILIECX| YY). 
-和 洲 震 酒 非 前 rr 得 汶 到 的 下 域 ， 证 明 : 


E[X|g]=ess sup {A: hE ,A0H [a dP {XdP,YAE ga. 

着 二 (yD, yl1}, 玉 为 人 上 Borel 集 全 体 , 访 为 二 维 Lebesgue 
高 既 ， 仿 
= L700 * 


14 ， 


15 


16， 


18. 


19. 


20, 


zz1. 


一 一 


EL 2 
(一 
验证 《Za 一 家 P 训 ， 民 对 条 件 卡 望 形式 的 Fatou 引 理 并 不 成 了 并， 即 
:本 


Xo ee 1 0%), (3 一 了 站 下 十 1 (Cy) ,用 一 2 十 让,0 扫 天 雪 2 
人 -一 oe 
其 


Elim Zs 光 ) 一 0D<i 一 Tim ECZal 3) 


若 革 ,1 苹 , 且 EX 着 从 ， 试 证 往 {ECX1| 妥 ) > 一 ce 上 成 立 


ELY| BB)=lim ECX,| gg). 
基 EOIm Yo) 疗 放 ;, 风 辣 {ECXI1 注 6} 上 成 这 
Etlim 和 | lim ET 和 | BB}. 
若 | 六 na.5, ,EX 存在， 则 在 {E{X1il 和 ?< 上， 
ECX, ZE(X| 8) a.s.. 
刘 上 下。 天 全 1 为 淮 可 积 1r，y， 凡 沟 灾 的 于 og 域 ,又 lim 到 % 惟 可 积 ， 若 
lim si 有 EX Tis ~r: | }=0 a.s. MO 
Elim 三。 lim E(X,l 二 小 


， 进 尼 一 { 站 丰 到 和 一 人 1E 症 为 两 个 下 载 , 天 为 售 了 有 村, 且 在 (和 二 co) 


上 上 Yr， 

Zs(w)={ XY, nT Timw); 

Ytw), nTLw), 
证 肝 攻 二 2a EWN? 轩 目 尺 ， 
设 下 一 { 有 和 训 为 炎 , 且 满 是 
EL 党 扩 下 十 1 一 年 mt1s 

由 a 
设 叶 = 基站 站) 为 下 载 ,万 并 下) 表示 《下 ob 下 1 天 由 完成 下 穿 [a, 志 ] 
的 人 次数. 证 明 ， 
Cb—oIPt DN, nkR+ti| FIER —b) TD x, nt) Fo), E>1 
Cp—a PY ,nl ,EDX — DT Dr ) (0) +, 


EDAX, A) FE EL Xb Fl (Xb)}. 


设 下 一 【大 后 } 汶 下 载 ( 蒜 ) 35, 了 为 两 个 停 时 ， 则 
ECXT| Fo) 站 让 r= ). 
设 了 了 二 {YNE 站) 为 id 非 信 ry 序列，EYi 于 上. 证明 : 
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2 re “= TN A A 


< 


23. 


24 . 


35 - 


26 . 


28. 
29. 


车 PY4 一 <1, 则 {XX 一 于 YinE N) 为 非 负 拷 , 且 Y 了 0 as、、 
车 二 1 了 ynE NY 为 1.i,d.r.Y, 序列， PlY1—1)=P(Y1=—1)=3 
二 这 人 Bn NY 洪 吓 B,E FF ,El 

lim P(A =0, Pliim Ba=1, 
信访 0 二 0， 计生 证 十 1) 十 JanY sr1。 证 明 六 = 站 RE NN} 为 鞭 ， 


lim PLUX, =0) =1, 天 iimsn 并 在 ) 一 0. 
这 小 便于 说 明 对 村 各 依 概 率 惧 敏和 不 能 推出 as , 收 就， 
藻 昌 志 自然 数 全 体 ， 
Fl, {2 ,0 ,Ln , oo LY). 


] 
POUn) i 着 oa 一 (十 1)7tatlyee (#1,2,0"), 


外 证 1 二 站 中 一 个 咎 ，E 二 一 1， 作 suUP 尺 s 句 ) 二 不 是 可 积 的 。 此 例 表明 
对 向 禄 ，XX# 不 一 定 总 可 各 的。 

设 卫 一 人 NEN} 为 ii.d,r,y. 序列 PK 一 PCF: 一 一 = 二 ， 
和 = 之 了 了 一 infd 着 一 1)》 证明， i{ 瑟 。) 为 蒜 ，ii)PCT< oo) 一 1 
ii EXr=10=EX,, 

设 也 = 人 one NN) 为 独立 泪 均 值 r.v ,序列 ,天 = 空 J 若 


素 。 一 下 -as 由 可 和 ,i 四 车 { 和 ,#8E 为 一 致 可 积 的 ， 
让 区 JE 丙 ) 为 递 潮 w 减 占 , 攻 一 1 2E NWN) 为 可 积 ry. 序列 ,到 。 一 下。 
a.s.: Es EXELL Mlim E(X,l 条 一 E( 天 | Fo) a.s.. 


- 攻 币 二 和 oo 下 E 人 为 直 萎 ， 了 到 一 玖 可 各 的 充 要 条 件 是 存在 可 积 r,r. 了 


Llim ,Neus.lin EX,=ERX.. 


妥 入 一 { 人 RE 六 为 -至 可 下 下 载 , 则 1 天 rz， 人 后- 宛 ) 为 一 至 可 各 的， 

仙 太 二 4 太 E NY 为 上 鞭 ( 结 ), 停 时 工种 为 及 的 正则 停 时 ， 荐 T= 

4 用 上 十 于 (处) 证明 若 了 为 于 则 停 时 , 半 停 时 TI 之 Ts 所 T, 网 
ElXr,| SRT, (=r ) a.s.. 

30， 攻 了 为 上 次 ( 苯 } 广 的 正则 停 时 ， 停 时 5S 志 7, 则 5 工 为 天 的 正则 停 了 时 ， 


* 二 之 


31. 


32 


33. 
34. 


了 5 . 


3 , 


37, 


38 . 


39. 


证 明 全 为 扶 区 的 正则 慷 时 的 充 要 条 件 是 ; i) EL 六 x| fr<m)] < oo; 
ii)】 4 六 了 raoRE NN) 一致 可 积 ,或 等 价 地 , 卫 7 了 二 {下 zg RE 下 ?为 一 至 可 
积 的 . 
证 明了 为 下 刘 六 的 正则 停 时 的 充 轰 条 性 是 ， 
i) EL[XFIir < 
证 {Trn ne Ri) 一 至 可 各 ,或 等 价 地 【有 -一 (1 下 aeE ND 为 一 至 
可 积 的 . 
证 明 工 炽 下 洛 可 分 解 为 现 个 非 负 上 上册 之 鞋 。 则 必 理 Krickeberg 分 解 ， 
证 阳 适 庶 Fr.y. 序 如 十 一 { 由 和 冯 } 可 表 光 两 个 非 负 上 其 之 沽 的 区 要 深 件 订 
i 对 每 个 #4,E ,i “0; 


ii) sup{ BE XECX) FI +E! Fal }< 00. 

设 10s， xD 为 一 可 可 测 空 间 ， 已 。 Qs 为 上 两 个 概率 测度 ， 又 

(8.7) 一 六 (Oo 50), 了 = X Pr, Q= 六 Ga: PLP, QQ) 按 题 6 规定 ， 斌 
D PCP,G)= PCPs, Qs) 

ii) PLQ 充 要 的 足 1] P(Pa,Qn) =0; 


i 荐 (C0204 8) 二 C0, 了 二 P,Q 二 及 ， 刚 或 者 号 = 旬 ，, 或 者 P18， 
车 ZZ=1ZanE NY 为 可 和 祝 r .vy. 序列， 斌 证 对 有 证 舍 时 人 成 这， 
EZr-—EZ,=E! ElZo+ ll Fn)— ZZ»}. 


若 了 一 {YmnEN} 为 趟 关 字 列 , 则 
i 在 人 0={ EY | F000} 上， > YY，。 a.5. 折 了 下 吝 | 


ii) 车 supl sl EDD, 则 PCLQo 人 (Yr 收复 有 有 限 }) 二 0. 
若 了 二 {ynEN) 为 缺 基 序列 ,UU 一 Us, n€ NN} 为 非 贫 可 料 道 增 序列 , 则 在 
Qi={lim Us -+ DUE Fa), lim UTD Y= as， 
若 卫 一 twme 和 } 为 欢 莽 序列 , 记 DD。 一 ECYI 世 并 1)， 则 在 
(DECYH FA +m} 上 ,对 任 一 >0 有 

li 名 YY/ Dalog DY=0 a.s.. 


中 了 号 


A FE rr mm! 


#1. 


#2 


43, 


44， 


了 {Yn #6E NN} 为 差 序列 ,sup] 了 | € 荆 1 , 则 在 


《于 7。a.s. 收 化 有限 } 上 ,lim 3 Vj=—o0, iin Pt,a.s.. 
设 对 每 个 5 ，{A0D， 1 和 各 ky} 是 及 的 一 个 更 本 油分 割 , 日 每 个 AO ;是 
某 个 4( 台 的 平 集 。 沁 A4,(@8) 为 14} 中 包含 的 耶 个 4A， 又 P, 曲 为 
F 上 两 个 概率 测度 。 潜 Q 安 P， 试 证 “ 

lim -A a .5, 存在 . 


1 ~ 一 


noe PA Am)) 


设 系 一 (号 FE NY 洒 可 积 r .vy 自 列 , 则 天 为 一 臻 可 租 娄 的 充 要 条 件 是 对 等 
小 了 了 人 , 世 拓 了 一 左 反 ，。 
符 六 一 人 aiE AT 为 间 负 Try 宗 列 ,了 6 天 .这 明 
了 T" 
E (2 六 二 EC OEY Fj 
车 太 二 {RE NN} 为 魏 , 删 对 任意 cw0 成 立 . 
P(Amaxt yl >2c)SPU Kol >e) + | (ent Xol ~—2)4P 
Tn 


[El 


名 


| Xn ldP. 


|] 
必 
1 
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常用 符号 一 览 裂 
= 【ty 必要 性 (2 4 在 形 由 了 可 推出 了 
拓 ” 刘 分 性 
< 相 二 万 南 瑟 竺 从 
~ 不 同意 兴 下 收 伍 于 慨叹 
~ 依据 这 收敛 于 极限 2.4.8 
J 了 I 歼 2.4.15,2.4.21 
+ 不 产地 收 语 于 概 耻 
1 未 增 地 收 部 于 极 让 
六 A 人 如 下 js BB 起 定 A( 式 F144 规 宇 玉 ) 
一 表示 等 信 下 润 度 机 豆 等 价 4.1.9 
- 渭 流 间 相 增 疝 异 4.,1.9 
巡 测度 绝对 过 绽 4.1.9 
VY (ljovbomaxtao Pa HV sn 4.1,.5, 《3 
A (jerp=min(toh) i va 4.1.5., 
人 人 1 .1.1 
i 集合 计 1.1.1 
门 ” 集合 痰 1,1.1 
民 ”4 的 余人 能 1.[.1 
、 第 合 郑 1.1.1 
NN 非 负 整数 全 体 3.4.1 
1 ,4.5 
号. 人. 几乎 处 处 2.4.1 
全 .5，。 儿 平 攻 然 2.4,1 
轴 . Bore!l 城 ( 让 上 或 号 上 的 Borel 域 } .1.28 


COvt 本 方 花 324.37 


El*) 


J2 3.40 


esup,ess3sup 本 性 上. 确 界 


.多 
征 了 


事件 诚 1 .1.,5,1,3.2 


7 打上 密 件 环 3.4.6 


i i,d 萄 芝 后 分 布 3.3.4 


一 .= 一 一 一 一 + 一- -- 


“ro5。 


mr 一 


iD 无限 次 发 生 工 .2.2 
2 1 4.8 
4 弦 1,2.7 
pr-lim 依 鬼 妾 路 敦 极 限 2.4,8 
TE 1.2.6 
学 ( 有 内 ) 介 中 子 集 全 体 1.4.7 
r,V， 随机 变量 1.4.9 
ct 张 成 的 域 1.1.19,1.4.5 
vart*，) 沪 六 2.4,27 
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